PRIKLADY A CVICENI

1. Prirozenatopologie R"

Priklady
1. Dokazte, Ze tverec M = {(x, y) € R"; |X| + |y| < 1} je kompaktni mnoZna.

ReSeni: Staéi ukazat, 7e mnozina M je uzavfena a ohraniéena. Uzavienost |ze dokazat
primo z definice uzaviené mnoZiny; miizeme ale vyuZit spojitosti zobrazeni f(x,y) =
IX| + |y|. Plati M = f~1(M) = (—o0, 1], jedna se tedy 0 vzor uzaviené mnoZiny pfi
Spojitém zobrazeni.

Jelikoz pro kazdé (x, y) € M plati /x2 + y2 < |x| + |y| < 1, jemnozinaM ohraniena

2. Dokate, 7e kanonicka projekce 7' : R" — R, 7' (X) = X, je spojita.
ReZeni: Necht U C R je otevienamnozina. Dokazeme, Ze (z')~1(U) = V, kde

V=Rx...xRxUx Rx...xR.
—— —
i —1&nitell n—i Giniteld

Necht x e V. Plati z'(x) = x' € U, atedy x € (z')~1(U). Opatng, je-li x € (z")~1(U),
pak z'(x) e U. Jikoz z'(x) = x',jex' e U,atedy x e V.

3. DokaZte, 7e zobrazeni f : R — R? je spojité pravé tehdy, kdyz je spojita kazda jeho
sloZa.

ReZeni: ,=* Pro slozky f1, f2 zobrazeni f plati f1 = zlo f, f2 =720 f (1,72
jsou kanonické projekce). Je-li tedy spojité zobrazeni f, jsou spojitéi jeho slozky (jakozto
kompozice spojitych zobrazeni).

<" Necht 11, |2 jsou otevienéintervaly. Pro diikaz spojitosti zobrazeni f stati dokézat,
zemnozina f ~1(11 x 12) je oteviena (zdlvodnéte!). Oznatme V1 = (f1)~1(11), v2 =
(f3)71(1%) aV = V1IN V2 Jsou-li zobrazeni f1 a f2 spojita, jemnozinaV (jako primnik
dvou otevienych mnoZin) oteviena. Je-li y € f(V), existujex € V takovg, Ze f(x) = y.
Tedy f1(x) e 11, f2(x) e 1?2a y = (f1(x), f?2(x)) e 11 x 12,

4. Mafunkce f : R?\ {(0,0)} — R definovana f(x,y) = (x* — y*)/(x? + y?) pro
(X, y) # (0, 0) limitu v bodé (0, 0)?
Regeni: Mame

C+yH)E—y3) 5, o,

Funkce f jetedy definovananalibovolném okoli bodu (0, 0) minustento bod. Navic
lim  f(x,y)= lim (x?>-y?»=0.
(x,y)—(0,0) x.y) (x,y)—>(0,0)( ¥
5. Wpoctéte
tg(x —y)

xy—00 X-—-Yy
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Regeni: Necht

gXx,y)=x-y

1 rot =0;
h(t) = P
tg(t)/t jinde.

Jelikoz

lim @ =1,

t—0 t

jefunkce h spojita. Navic limy y)— 0,0)(X — y) = 0apro (X, y) # (0, 0) plati

tg(x — Y).

ho g(x,y) = X—y

Je tedy
tg(x —y)

—h(0) = 1.
*xy)—>00 X—Yy

6. Rozhodnéte, je-li funkce f : R2 — R spojita v bodé (0, 0), jestlize

(x2 = y?)/(x2 + 2y?) pro (X, y) # (0, 0);
f(x,y) =
0 pro (X, y) = (0, 0).

ReZeni: Tato funkceje samoziejméspojitave vdech bodech (x, y) takovych, ze x2+2y2 £
0, to jest, vdude mimo bod (0, 0). Abychom vyfesili otazku v bodé (0, 0), odhadneme
odpovéd a poté se pokusime nas odhad ovéit. V tomto pripadé odhadnéme, Ze se jedna
0 nespojitost. Pokusime se tedy ngjit takovou cestu, po niz, kdyZ se budeme pribliZovat
k (0,0), limitaz f(x, y) buderliznaod f (0, 0).

Predpokladeime, Zze (x,y) — (0,0) po pfimce y = x. Potom (x,y) = (t,t) ana
uvazované primce plati

2 2

f(x,y) =

lim =0= f(0,0).
(x,y)—(0,0) 0t2+2t2 ©.0

N&S prvni odhad cesty tedy nevysel, protoZe jsme se po ni pfiblizili k hodnoté f (0, 0).
Pokusime se priblizit k bodu (0, 0) po pfimce y = 2x, to jest, (X, y) = (t, 2t). Natéto
primce tedy plati

t2 — 4t2 —3t2 1 1
X, =lim— =lim—==—=#0= f(0,0).
(x, y)—>(00) fx.y) = t—>0t2+8t2 t—0 9t2 t—>0 3 3 7 ©,0)

Tedy limx y)— (0,0 T (X, y) neexistujeafunkce f neni spojitav bode (0, 0).
7. Rozhodnéte, je-li funkce f : R? — R spojita v bodé (0, 0), jestlize

foxy) = %y — xy®)/(x? + 2y?) pro (x, y) # (0,0);
Y= 0 pro (x, y) = (0, 0).
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ReZeni: V tomto pFipadé budeme otekavat v bodé (0, 0) spojitost. Abychom to ovéili,
musime ukéazat, Zze f(x,y) — 0pro (x,y) — (0,0). Nelépe toho dosdhneme tak, ze
najdeme vyraz, jehoz absolutni hodnota je vé&tsi nez | f (x, y)| a ktery zfgjmeé konverguje
k0, kdyzz = (x,y) — (0,0). V&imnémesd, ze x| < ||z|| aly]| < ||z||. Pak

XyOZ = 2| IXIIylIX + ylix =yl _ IXIYIAXE+ YyDAX] +1yD
Z(||1Z Z|l + ||z Z|| + ||z
_ lzdiziizl ||£||2”)(” 112D _ 4202 = 4x2 + 4.

9=

JelikoZ pro (x, y) — (0, 0) mame 4(x? + y?) — 0, dostavame, ze | f (x, y)| — O.

8. Najdéte
X
im Sty
(x.y)— (00,00) X2 + y?

ReZeni: Prejdeme k polarnim soufadnicim. Tedy X = p cosg, y = p Sing a

X+Yy . 0 SiNg + p COSy
im ———= i .
(x,Y)=>(00,00) X2 + Y2 pe[0.7/2] p2 SN2 g + p2 cOF ¢
: sing + cos
= gim NPFCSe 4
p€l0,z/2] 0

Cviceni

1. Najdéte vnitfek, vngsek, hranici a uzavér mnoziny A pokud
AA={1/n,1/n); neN}; b)A={(xy)eR% x>0,y=sn(Xx).

2. Rozhodnéte, zda mnoZina M c R? je oteviena, uzavfena, ohranicena kompaktni a
souvida, kde

AM={(x,y)eR% xy <1,y >0,x >0}

b)M={(x,y) e R% x2 <y <x31<x <2}

o) M = {((—1)°,2/k? e R?; k e N};

d M ={(L -k/(L-k) eR% keN\{1}};

e M ={(k/(Bk+2), (K2+1)/(2—k)) e R% ke N\ {2}};

HM={(x,y)eR% 0<y<+v/2x—x2,0<x < 2}.

3. Uvedte priklad mnozin A, B c R? takovych, e A = clA aclB = frB. Existuje
mnoZinaC c R? takova, Ze frC = intC?

4. Uvedte priklad otevfené mnoziny A c R? a spojitého zobrazeni f : R? — R?
takovych, ze f (A) bude uzaviena

5. DokaZte, Ze pro kazdé dvé mnoziny A, B c R? plati int(A\ B) c intA\ intB, a
uvedte priklad, ve kterém neplati opatnainkluze.

6. Ukaite, zefunkce f : R2\ {(0, 0)} — R, f(x,y) = (2xy)/(x% + y?) je ohranitena
7. Dokazte, ze kazdé konstantni zobrazeni f : R" — R™ je spojité.

8. Dokazte, Ze kazda konvergentni posloupnost {x; € R"}7°, je ohraniena
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9. Dokatte, Zetopologie naR? generovanasystémem vech otevienych &tvercli {(x, y) €
R2; max{|x — Xol, |y — Yol} < &, Xo,Yo € R,a € Rt} je ekvivalentni s topologii
generovanou systémem {(x, y) € RZ; |x — Xo| + |y — Yo| < @, Xo, Yo € R,a € Rt}.

10. Budte f : R? — R spojitafunkcea A c R? takové, Zecl A = R? a f|a = 1. Ukate,
zepotom f = 1.

11. Rozhodnéte, zdamnozinaM = {x € R"; x! > x2 > ... > x"} je oteviena

12. Necht f : R? —» R je spojitafunkcea A = {(x,y) € R%; f(x,y) > 0}, B =
{(x,y) e R%;, f(x,y) =0}aC = {(x,y) € R% f(x,y) < 0}. Je nétera z mnozin
A, B, C otevfena? Jak tomu bude s kompaktnosti?

13. Necht f, g : R? — R jsou spajité funkce. UkaZte, Ze potom mnoZina A = {(x, y) €
R?; f(x,y) =1+ g(x,y)}jeuzaviena

14. Rozhodnéte, zdaprofunkci f : R? — R, f(x, y) = sin(x) apro libovolnoumnoZinu
A e R? plati f(intA) = intf(A).

15. Dokazte nebo vyvratte: Necht f : R" — R" je spojité zobrazeni. Pak pro kazdou
mnozinu A ¢ R" plati f(clA) = cl f(A).

16. PovaZzujme prvky mnoZiny R° za &tvercové matice typu 3 x 3. DokaZte, Ze mnoZina
M c R? tvofenaregularnimi maticemi je oteviena.

17. Nagjdéte obraz defini¢niho oboru a natrtnéte graf funkce f : R" — R™M. Najdéte
mnozinu vech bodt, ve kterych je uvedena funkce spojita

af:R—o R?% f(x)=(sinx,cosx); b)f:R— R?% f(x)=(sgnx,X);

O f :R—>R% f(x)=(x(X),sinx); d)f:R>> R, f(X,y)=sgn(xy).

18. Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti {xk}2, konverguji a v takovém
pfipadé najdéte jejich limity.

—1 Sn2k _k2
=|—.1);: b (- - +1).
a) Xk (k, ) ) Xk (1+k+k2),e )

_(nilge _(3nk
c)xk_(lnk PR Ok) d)xk_( P ’sin(l/k))’

19. V pripadé, ze nasledujici limity existuji, najdéte je. Pokud neexistuji, pokuste se
zdUvodnit prot.

. Inxy , 5 o .1
a lim ; b lim X sin—;
)(xy>+(20>x2 y2 )<x,y>e<o,0>( tyosng
— sinx
) lim Y d lim Y,
xy)—>@20 X—Y xy)—-02 X
o lim 1 : £y lim (1+y)x-
xy)—@D (X =13+ (y—1)% (%,Y)—>(00,k) x/ 7
. 3 .
9 lim —Y~°_. ) lim :
xy) 23X +y—>5 x,y)->0,0 X +Yy
3 3 3
X° — X°y — X 1
iy lim y Do y— Xy + -,

li SR A A N
(oY) (2.2) X4 — y&° xy)—12) (X —y)3
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Sn(X® + 7). ) lim 1 :
xy)—>00 Xx24+y2 ’ Y= @D (X = D2+ (y = 12’
2 2 2
X A i 2X
m) %; n lim 7)/;
(x,¥,2—(0,0,0) X* + Yy + Z (x,¥)=(0,0) Xy +2X — y
2x3 + 5x3 _ x2y272
0 |lim ——; p) lim =% %>
*y)— 0,0 X2+ y? (x,Y,2-(0,0,0) X® + y6 4 26
9 lim Xty o dim Y
xy—=00 /xZ+y2+4-2 (x.y)>(0,0) arctan(x/y)’

VR (y-1Z+1-1
x,y)—(0,1) X2+ (y — 1)?

20. Najdéte véechny body, ve kterych jsou nasledujici funkce R" — R spojité:

xy/(x? + y?) pro (X, y) # (0, 0);
a) f(x,y) =
0 pro (x, y) = (0, 0);
(x2y + xy?)/(x2 + y?) pro (x, y) # (0, 0);
b) f(x,y) =
0 pro (x, y) = (0, 0);
Iny/x2 4+ y2 pro (X, y) # (0, 0);
o) f(x,y) =
| 0 poxy) =(00;
(x2y + 3x?)/(x? + y?) pro (x, y) # (0, 0);
d f(x,y) =
{ 0 pro (x, y) = (0, 0);
f 1/(1—x2 = y?) prox? £ 1—y?
X —
& 1Y) | 0 prox? =1 — y2;
x2/(x? + y?) pro (x, y) # (0, 0);
fﬂmwz[/l
5 pro (X, y) = (0, 0);
xyz/(x% + y2 4+ 7%) pro (x, y, z) # (0, 0, 0);
9 f(x,y,2) =
0 pro (x, v, z) = (0, 0, 0);
x2y/(x* + y?) pro (x, (0, 0);
h)f(x,y):[ y/(x*+y?) p y) # (0,0)
0 pro (x, y) = (0, 0).

21. Ukazte, zejedlize f : R? — R je spojitav (Xo, Yo), pak fx,, definovana fy,(y) =
f(xo, ), je spojitav bodey = yp a fy,, definovana fy,(x) = f (X, yo), je spojitav bodeé
X = Xp.

22. Spojitost fx, VY = Yo a fy, v X = Xg (viz. pfedchozi cviceni), ae nezarutuje spojitost
f v bodé (xo, yo). Ové&te toto tvrzeni na prvni funkci ze cviceni 20.

23. Necht pro (X, y) takova, Ze x2 + y2 = 0,

sin(x? + y?)
fx,y)= X2ty

Jak musi byt definovano f (0, 0), aby bylafunkce f : R2 — R spojitav bodé (0, 0)?
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24. Necht f : (R\ {0}) x R — R,

f(x,y) = (x2 + y?) arctg (3) .

L ze tuto funkci roz8ifit nabody (0, y), aby byla stéle spojita pro ktera y ajakou hodnotu
f (0, y) musi mit.

25. Necht f : R2\ {(x,y) e R%; x =y} > R,
f(x,y) = e /.
Lze tuto funkci spojité rozsifit i napfimku y = x? Jak?

26. Necht f : R? - R,

Snxy prox # 0;
f(x,y) = X
y prox=0.

Ma tato funkce néjaké body nespojitosti?



2. Derivace prvniho radu

Priklady

1. Rozhodnéte, je-li funkce f : R — RS, f(x) = (cosx, sinx, x), diferencovatelna
v bodé /2.

ReZeni: Vechny slozky funkce f jsou spojité a diferencovatelné v kazdem bodé x € R.
Tedy f je spojitaadiferencovatelnav /2. Mame

f'(x) = (= sinx, cosx, 1),

tedy
f'(z/2) = (=1,0, 1).

2. Najdéte parcialni derivace zobrazeni f : R2 — R, f(x1, X2) = X2 + X2 cosx1 v bodé
()2, 1).
ReSeni: Plati D1 f(z/2,1) = ¢'(z/2), kde g(x1) = f(x1,1) = x§ + cosxy. Tedy
D1 f(x/2,1) = 7 — 1. Podobn& Dy f (z/2, 1) = ' (1), kde h(x2) = f(x/2, X2) = /2.
Tedy Dy f (7/2,1) = O.
3. Dokaze, ze funkce f : R" — R, f(X) = X3 + 2X2 + ... + nx, je diferencovatelna
v bodé xg = (1, L 1/n) anajdéteD f (xo).
ReZeni: Prok = 1, ..., n plati Dy f (xo) = k. Dae, mame

lim f(xo +h) — f(x0) — (h1 + 2h2 + ...+ nh") —im 2 —
h—0 Ihl T hso by T

Funkce f jetedy diferencovatelnav bodé xg aplati D f (xg)(h) = hy + 2hy + ... + nhy.
Druha moznost: Pro kazdex € R"ak = 1, ..., n plati Dk f (xo) = k. Funkce f tedy
ma spojité parciani derivace. To znamena, ze je diferencovatelnaa plati D f (xp)(h) =
h1 + 2ho + ... + nhy.
Treti moznost: Funkce f je linearni. Je tedy diferencovatelnav kazdém bodé a plati
Df = f.

4. Dokazte, zefunkce f : R? — R f(x1, X2) = X? + X2 cosxq je diferencovatelna v bodé
()2, 1).

ReZeni: Z prikladu 2 plyne, Ze existuje-li derivace funkce f v bodg (z /2, 1), plati
h
Duwzmmmg=m—LmQﬁ=m—nm
2

Staci tedy provést nasledujici vypocet:
0 < lim \(n/2+ h1)2 4+ (1 + hp) cos(z /2 + hy) — (7 /2)? — cos(z /2) — (x — 1)h1]

183
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Ih2 — (14 hp) sinhy + hy|

= lim
< lim % |S|nh1+h1| |h25|nh1|
'HO,/hZ+h2 £l Jh2+h3 'H‘),/h2+h2
sinh h sin
< lim _+| $+I|m Iho| - lim | Ml _5i04+0.1=0
h1—0 |h| h1—>0 hy h,—0 hi—0 |hq]

Druhamoznost; Jelikoz funkce D1 f (X1, X2) = 2X1 — X2 Sinx1 aDa f (X1, X2) = COSX1

jsou spojité, je funkce f spojité diferencovatelng, atedy i diferencovatelna.
5. Rozhodnéte, zda funkce f : R — R dané predpisem

X1 jestlize [x1| < [x2l,

f(x1, x2) = -~

X2 jestlize x| > |Xal,
je diferencovatelna v bodeé (0, 0).
Regeni: Plati f(x1,0) = (0, x2) = 0, mametedy D1 f (0, 0) = D2 f (0, 0) = 0.V pfi-
padé, ze je funkce f diferencovatelng, tedy musi byt D f (0, 0) = 0. Jelikoz vsak

f (X1, x2)

( I)im(oo)
X,y)— (0, 2, 2
y VXE 4 X3

neexistuje (staci polozit x; = x»), neni funkce f v bodé (0, 0) diferencovatelna

6. Najdéte parcialni derivacefunkcego f vbodé (1, 1, 1), jestlize
2X1X2X3 X1X2
f = = .
(Xl, X2, X3) (ij- + X22 _ X%) > g(XL XZ) (Xl/Xz)
ReZeni: Plati
2X1XoX3(X2 + x2 —x2) )
2x1X2X3/ (X§ + X5 — X3)

Lze tedy postupovat pfimym vypottem. My ale vyuZijeme vétu o derivaci sloZzené
funkce:

(go F)(X1, X2, X3) = 9(2X1X2X3, X& 4 X5 — X3) = (

D1 f1(x1, X2, X3) = 2XoX3 D2 f1(xq, X2, X3) = 2x1x3 D3 f1(x1, X2, X3) = 2X1%2

D1 f2(xq, X2, X3) = 2X1 D2 f2(xq, X2, X3) = 2X2 D3 f2(xq, X2, X3) = —2X3
D1gl(x1, X2) = X2 D2gl(x1, X2) = X1
D1g%(X1, X2) = 1/%2 D20?(X1, X2) = —X1/%X3

mame tedy

f/(1,1,1) = (g g _g) , 9@ 1= (1 _§) :

Jelikoz parciélni derivace funkci f a g jsou spojité, jsou tyto funkce diferencovatelnéa

(go fY(L L) =g (fL1L1) f'111= (1 _g) : (; g _g)

(6 6-2
“\-2-2 )

Je tedy
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Di(go )}(1,1,1) =6, Da(go H(L,1,1) =6, Ds(go H(L,1,1)=-2,
Di(go f)?(1,1,1) = -2, Da(go f)?(1,1,1) = -2, Ds(go f)?(1,1,1) = 6.

7. Wjadrete pomoci parcialnich derivaci diferencovatelnych zobrazeni g : R — R? a
f : R? - R funkci (f o g)”. Do vysledku dosadte zobrazeni

Xsinx
fox, x2) =Xx§ + %5, g(x) = (x COSX)'

ReSeni: Plati
(fog)=((fog)) =(D1f)og (@Y +D2f)og-(g?)
= (Duf)og- (@Y +(Dwrf)og-(@?) (@} +(D1f)og-(g")”
+ (D) og- (@) + (Daf)og-(g?)) (g% + (D2f)og- (g?)”
=Duf)og-(gh))?+2D12f)og- (gY@ + (D2f)og- ((g%))?
+(D1f)og-(gh" + (D2f)og- (g9

Zkouska pro zadana zobrazeni: Plati f o g(x) = x?, tedy (f o g)” = 2. Dosazenim
vztahi:

D1 f(xq, X2) = 2x1, (D1 f)g(x) = 2x sinx,
D2 f (X1, X2) = 2X2, (D2 f)g(x) = 2x cosX,
Da1f(x1, X2) = D22 f (x1,%x2) =2, (D11 f)(g(x)) = (D11 f)(g(x)) =2,
Da2f(x1,%2) = D21f(x1,x2) =0, (D12f)(9(x)) = (D21 )(9(x)) =0,

(g}’ (x) = sinx + x cosX, (g})”(x) = 2cosx — xsinXx,
(%) (X) = cosx — X Sinx, (99" (X) = —2siNX — X COSX.
Dostavame

(D11 F)(900)) - (@H)*(X) +2(D12F) (@) - (@Y (X)(g7) (X)
+ (D22 )(9(0)) - ((6)2(0) + (D1 F)(@(x)) - (gh" () + (D2 F)(G(x)) - (§7)" (%)
= 2(sinX + X c0sX)? + 2 - 0+ 2(cosx — sinx)? + 2x SiNX(2cosx — X N x)
+ 2X c0SX(—2SiNX — X COSX)
= 2(SiN? X + 2X SINX COSX + X2 COS% X + COS° X — 2X SiNX COSX + X2 sin® X
+2xSiNX CosX — X? SN X — 2X SiNX CoSX — X2 Cos> X) = 2.

Cviceni
1. Najdéte parcialni derivace funkce f (X1, X2) = X2 + X2 v bodé xo = (1, 2).

2. Pomoci definice derivace dokazte diferencovatelnost funkce f (X1, X2) = X2 —2x1 +x3
v bodé (1, 0) aurcete D f (1, 0).

3. Uvedte priklad funkce f : R2 — R, ktera méa obé parcialni derivace v bodé (0, 0)
rovny 0 a pfitom zde neni diferencovatelna

4. Najdé&e parcialni derivace funkce f, jestlize
a) f(x1, x2) = €4sinxa,  b) f(x1, X2, Xa) = €2 8in(X2X3) + X3 IN(X1X2X3),

X1 2 X1
c) f(Xq,X2) = —4+ —= d) f(xq, X0) = arctg—
) (X1, X2) xz+x1’ ) (X1, X2) gxz’
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1
e) f(x1, x2) = ma f) f(X1,X2)=|n(X1—\/X%+X§),
9) f(x1, Xz, X3) = xax;"%,  h) f(x1, x2) = (3xZ + x§)*1,

X3
i) (X1, X2, X3) = %;2 J) T (X1, X2, X3) = (X1 — X2x3)¥2.

5. Najdéte D2 f (1, xp), jestlize
XXZ
X 1

f(x1,x2) = X"+ (Inxy)(arctg(arctg(arctg(sin(cos(x1x2)) — In(x1x2))))).
6. Necht g : R — R je spojitafunkce. Najdéte parcialni derivace funkci
a) f(x1, x2) = [l g(t) dt, b) f (x1, X2) = [3*? g(t) dt.
7. Jedanafunkce f : R — R, f(x) = x* — 2x. Vypottéte D f (2) - (x), D (X) - (2).

8. Uvedte priklad funkci f, g : RZ2 — R takovych, Ze neexistuji D f (0, 0) aDg(0, 0), dle
existuje D(f + g)(0, 0).

9. Uvedte priklad fuknce f : R2 — R takové, Ze
a) D f (x, y) neexistuje pro zadné (x, y) € R?;
b) D f (x, y) existuje pouze pro (X, y) € R? takové, ze x = 0.

10. Necht f : RZ — R je funkce splfujici podminku 0 < f(x, y) < x2 + y2. Ukazte,
Ze potom existuje D f (0, 0). (Navod: Odhadnéte D f (0, 0) a poté odhad ovéFfte z definice
diferencidlu.)

11. Jefunkce f : RZ2 —» R, f(x,y) = |x°| spojité diferencovatelna? (Navod: Uzijte
stejného postupu jako v predchozim cviceni)

12. Rozhodnéte, které z funkci

X1X
X2 4+x3 A0,
_ I xt+x
a) f(xg, X2) = 1 2
0 xX2+x5=0,
2 2\ o 1 2 2
(x1+x2)snﬁx1+x2;ﬁo,
b) f(x1,x2) = VXLt X5
0 X2 +x3 =0,

©) f(x1, x2) = max?(|xal, [x2l),
jsou direfencovatelnév bodé (0, 0).

13. Jedano spojité diferencovatelnézobrazeni f : R" — R". Dokazte, Ze mnoZinavsech
x € R" takovych, ze D f (x) je surjektivni, je oteviena

14. Necht f : R" — R™ jelinearni zobrazeni. Dokazte, ze D f (x) = f. Nazakladétoho
dokazte, ze pro libovolnadiferencovatelnazobrazeni g, h : R" — R™ abod x € R" plati:
a) D(g + h)(x) = Dg(x) + Dh(x),
b) D(9)(x) = (DG'(), . .., Dg™(x)),
¢) D(g — Dg(x))(x) = 0.
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15. Pro diferencovatelné zobrazeni f : R2 — R? plati

f(0,0) = (1) f/(0,0) = (1_;)

Rozhodnéte, zda je funkce g o f, kde g(x1, X2) = x? — x2, diferencovatelna. V kladném
pfipadé urcete D(g o f)(0, 0).

16. Necht f : R3 — R3,

cos(y)
f(x,y,2)= [ sinx+y) |,

sn(x + 2)

ddeg:R3® - R,g(X,y,2) = vx2+y24+2z22ah: R = R? h(x) = (f;) Vypottéte
Di(hogo )0, 7/2,0).

17. Necht f : R3 — R2,

f(x,y,z):( XYz )

X2 4y2 _ 22

Bud g : R2 — R2 diferencovateinaajeji diferencid jev (1, 1) je Dg(L 1) — (i _1)
Spoctéte, existuje-li, D(go f)(1, 1, 1).

18. Vypoctéte parcialni derivace funkce

f(xY, y?, 2%
Fix.y.2) = (g((xy)z, (y2)*., (zx)y)) ’

kde f, g : R® — R jsou diferencovatelné funkce.

19. Najdéte parcialni derivace funkci
a) F(x1, x2) = f(g(x)h(x2), g(x1) + h(x2)),
b) F(x1, X2) = f (X1, 9(X1), h(X1, X2)),
) F(xa, X2) = f(g(x1, X2), g(X2, X1)),
d) F(x1, X2, X3) = f(g(x1 + X2), h(x1 + X3)),
€) F(x1, x2) = f(x1, X2, X1),
f) F(x1, X2, X3) = f (%1%, X3%, X31),
kde g, h jsou diferencovatenéfunkce R — R pfipadn&@ R? — R pFipadngé R® — R.

2
20. Bud f : R? - R?, f(x,y) = (_)3: ).VypoéitejteDf(l,—l) : (_1)-

21. Urgete parciani derivace prvniho fadu slozenéfunkce F = f o g, kde f : R? — R,
g:R? > R?

f (X1, X2) = X2x — X3x1

_ [Yy1cCOsy2



188 PRIKLADY A CVICENI

22. Najdéte diferencia sozenéfunkceF = f o g, kde f : R® - R, g: R — RS,

f(X]_, X2, X3) = e‘le(Xz - X3),

X
g(x) = | 29inx
COSX

23. Necht f : R2 — R je diferencovatelna funkce takova, ze f(-2,1) = —2 a
Df(2,—1) = (—2,2). Ddeg: R? - R?,

2
_(xy"+2

Najdéte tetnou rovinu ke grafu funkce f o g v bodé (0, O, f o g(0, 0)).

24. Necht f : R? — R jediferencovatelnafunkcetakova, ze f (1,2) = —2aDf(1,2) =
(-1,2).Ddeg: R? — R?,

x2+y2+1)

Najdéte tecnou rovinu ke grafu funkce f o g v bodé (0, 0).

25. Ukazte, zeprofunkci f : R?\ {(x,y) € R% x% #ay?} - R

X2
fx,x2) = 59—, a>0
X5 — a“X]

plati 2eD1(D1 f) = a?Dy(Da f).

26. Necht f(xg, x2) = X1 — s , VypoCtéte smérovou derivaci Dy f (0, 0), Dy f (2, 1),
Dy f (1, 2), kde

At=%(1,1), b)i = (~1,0),

Qui=(-a,0 a>0, di=(@a a>0,

gli=(@—-a a>0.

27. Necht f (X1, X2, X3) = x%sin(xlxzx@, vypoctéte smérovou derivaci podle vektoru
U= (n,m,1)vbodé (1,1, ).



3. Véta o implicitni ainverzni funkci

Priklady

1. Necht
f(x,y) = (

Dokate, Ze kazdy bod (xo, yo) € R? mé okoli V takové, Ze pro kazde (x', y') € f(V) ma

- y/

ReZeni: Mame dokazat, 7e existuje okoli V bodu (Xo, Yo), nanémz je zobrazeni f prosté.
Toto zobrazeni je spojité diferencovatelng, staCi tedy podle véty o inverznim zobrazeni
OVEit, ze det f’(xo, Yo) # 0. A ono

e* cosy
etsny /-

prave jedno feseni (x,y) € V.

X0 cosyp — €0 sinyy

— X0
e0dnyy € cosyp =¢ # 0.

det f'(xo, Yo) =

2. Uvazujme rovnici
x2+4y?> —32° =6
abodag = (3,0, 1).
a) Definuje implicitné tato rovnice proménnou y jako funkci x a z na ngakém okoli
bodu (xo, z0) = (3, 1)? Pokud ano, najdéte jei parcialni derivace podie x a z.

b) Definuje implicitné tato rovnice proménnou z jako funkci x a y na ngakém okoli
bodu (xo, Yo) = (3, 0)? Pokud ano, najdéte jeji parciélni derivace podlex a y.
ReZeni: a) Jelikoz DoF (3, 0, 1) = 0, véta o implicitni funkci nam nefikanic o tom, jestli
je y definovano jako funkce x a z. Pfesto miizeme usoudit, Ze tomu tak neni. V3mnéme
s, zejinak by takové y muselo splhovat

y(X,2) = v/6+ 322 — x2,

V bodg (o, 2o) plati 6+ 3z3 = x32. Jestlize se x malinko zv&td, vyraz pod odmocninou
bude zaporny a danarovnice tedy nemiize definovat y na zadnem okoli bodu xg, zo.

b) Jelikoz D3F (3, 0, 1) # 0, miizeme aplikovat vétu o implicitni funkci a zjistime, ze
danarovnice definuje z jako funkci x ay nangakém okoli U bodu (3, 0). Navic, natomto
okoli mame

DiF(X,v,2) 2X X

D f =—_—_— = —
11 y) D3F(x,Y, 2) —6z 37
D2F(x, Y, 2) 8y 4y

D f = — = —
2T (%) D3F(x,Y, 2) -6z 3z’

kde F = x? + 4y? — 322 — 6.
3. Rozhodnéte, zdapro F (x, y, z) = 2*¥/2+42Y/Z2—8nangakémokoli bodu (2, 2, 1) rovnice

F(x,y,z) = 0 implicitné definuje ngakou funkci. Pokud ano, najdéte jeji parcialni
derivacev bodé (2, 2).
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ReZeni: Funkce F je naokoli bodu (2, 2, 1) spojité diferencovatelna, pro existenci impli-
citni funkce tedy stati, aby D3F (2, 2, 1) # 0.

X
DaF(2.2,1) = ~2/* In2 - 2Y/Zz—y2 In2,
tedy
D3F(2,2,1) = —16In2 # 0.
Ozna€me implicitni funkci f. Plati f (2, 2) = 1 apro kazdé (x, y) z néakého okoli bodu
(2,2)
2X/T0Gy) 4 oy/fy) — g

Z téchto vztahll jiZ snadno parcialni derivace zobrazeni f v bodé (2, 2) vypotitame.

4. Necht
X2y + xy? 4+ 72 — u?
F(x,y,z,U)z( y ex)iy_u )

Ukazte, ze F(0,0,1,1) = (0,0) aze F(x, y, z,u) = (0, 0) definuje (z, u) jako diferen-
covatelné zobrazeni (f1, f2) proménnych x a y na ngakém okoli bodu (0, 0). Najdéte
jeho parcialni derivace funkce f1 podlex a y v bodé (0, 0).

ReZeni: Platnost F (0, 0, 1, 1) = (0, 0) je evidentni. Dale

D3F(x,y,z u) DaFi(x,y,z, w)) _ (2z-2u
D3F2(x,y, z,u) DsF2(x,y,z,u)) — \0 1

av bodé (zg, ug) = (1, 1) tedy
275 —2Up _ 2-2
0o 1 ~\0-1)"

2 -2
w(272) =240

uvedenarovnice definuje (z, u) jako diferencovatelné zobrazeni f proménnych x ay na
n&akém okoli bodu (0, 0). Zavedeme-li s nyni zobrazeni G : RZ — R?* G(x,y) =
x,y, f(x,y)), vidime, ze

Jelikoz

0,00 = F(x,y, f(X,y)) = F o G(X,y)
atedy
0= F/(Xa Y, f(X, y)) = F/(G(X’ y)) . G,(Xa y)

Po n&kolika Upravach a vyuziti toho, ze A~1 = (det A)~Ladj A, kde A je invertibilni
matice, nakonec zjistime, Ze

det (DlFl(O, 0,1,1) D4F1(0,0, 1, 1))
fl Dle(O, Oa 15 l) D4F2(0, Oa 15 l) _2 — l,

_det D3FL(0,0,1,1) D4F1(0,0,1,1)\ 2
D3F?2(0,0,1, 1) D4F2(0,0, 1, 1)

D
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det (P2F2(0.0,1,1) DaF*(0,0, 1, 1)
Dyfl=— —2-1

det D3F1(0,0,1,1) D4FL(0,0,1,1) 2
D3F2(0,0,1, 1) D4F2(0,0, 1, 1)

Cviceni
1. Rozhodnéte, zda existuje okoli U c R €islal, nanémz je funkce f (x) = x* prosta.
2. Rozhodnéte, zda existuji oteviené mnoziny U,V c R? takové, e (2,7) € U a

zobrazeni F : U — V,
X COS
F(x,y) = (Xgng),

je bijekce. Pokud ano, najdéte tato okoli avypottéte F~1:V — U.

3. Rozhodnéte, zdaexistuje okoli U c R2 bodu (1, €), nanémz jefunkce F : R2 — R2,
xY
F(X7 y) = (yX) )

4. Necht U,V c R?,(0,1) € V, jsou otevienémnoZiny a f : U — V zobrazeni takové,

zepro kazdé (x, y) € V plati
y
oy = (59 1)-

prosté.

ev+y
Vypottéte Do f1(1, 2).
5. Necht funkce f : R — R je definovanapfedpisem
X/2+ x2sin(x/2) prox # 0;
f(x) =
0 prox = 0.
Dokazte, ze f'(0) # 0, ale na zadném okoli bodu 0 neexistuje funkce inverzni.

6. Uvedte priklad zobrazeni f : R? — R?, kterémainverzi f~1: R? — R? takovou, Ze
Df~10,0) = 0.

7. Necht f : R? — R je spojité diferencovatelnafunkce. Dokazte, Ze neexistuje funkce
f-1

8. Rozhodnéte, zda existuje okoli U c R bodu (0, 0) takové, Ze pro kazdé (x, y) € U
marovnice
cos(xz) — sin(yz) = z

feSeni.
9. Zjistéte, zdaexistuje Cislo ¢ takove, Ze prokazdé x € (1— ¢, 1+ ¢) mafeSeni soustava

xyr=1
yz¥ = 1.



192 PRIKLADY A CVICENI

10. Rozhodnéte, zda existuje okoli U bodu xg = 0 takové, Ze pro kazdé x € U ma
soustava

X+y+z=¢€
X+y+z= e

feSeni. Poznamengime, ze bod (X, y, z) = (0, 1, 0) je feSenim této soustavy.
11. Najdétetakovax,y, z, u, o, w, ke kterym existuje okoli, nanémz je mozno z rovnic

u2+1)2+w2=1
uz 0?2 w?

F-i_?_'_?:l

vyjadiitu = f(X,y, z, w) av = g(X, Y, Z, w)?

12. Rozhodnéte, zda existuje okoli U bodu (0, 0) takové, ze pro kazdé (x,y) € U ma
rovnice
cos(xz) — sin(yz) = z

feSeni.
13. UkaZte, Ze rovnice
Z2+z3+y)+1=0
ma jednoznacné feSeni z = f (X, y), pro véechna x, y € R a najdéte parciani derivace
funkce f.

14. Rozhodnéte, zda existuje funkce f definovana na ngakém okoli bodu —1, ktera na
tomto okoli splfuje
x2 = 2xf(X) + 2(f (X)) +2x+1=0

akteramav bodé —1 lokalni extrém.

15. Necht F : R? —» R, F(X, y) = 8(x% — y?) + (y? + x?)2. Rozhodnéte, zda rovnice
F(x, y) = 0 naokoli bodu (1, +/3) definuje

a) x jako funkci proménnéy;

b) y jako funkci promenné x.

16. Rozhodnéte, zda existuje okoli bodu 0, na kterém rovnice

tan,/x2+y2—§:0

implicitné definuje x jako funkci y.

17. Necht F : R® —» R, F(X,y,2) = X + y + z — sin(xyz). Rozhodnéte, zda rov-
nice F(x,y,z) = 0 na okoli bodu (0, 0, 0) definuje z jako diferencovatelnou funkci
proménnych x, y anajdéte jgji parcialni derivace (pokud existuji).

18. Existujeinverzni funkcek funkci f : R2 — R2,

F(x,y) = (xy cosy)

Xy sinx
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naokoli bodu (0, 7 2/4)? Pokud ano, najdéte jeji diferencial.

19. Existuje inverzni funkce k funkci f : R2 — R?,

ety
fox,y) = (Xxyyexy)

naokoli bodu (1, 1)? Pokud ano, ngjdéte jgji diferencial.

20. Napisterovnici teCny anormaly k plose
xIlny+ylnz+zinx =0

v bodé (1,1, 1).
21. Spojité diferencovatelnafunkce F : R2 — R spliiuje F(0, 0) = 0, D>F(0,0) # 0a
pro kazde (x, y) € R? plati F(x, y) = F(y, x). Napi&e rovnici tetny k mnozing

M ={(x,y) e R} F(x,y) =0}
v bodé (0, 0).
22. Necht funkce g : R? — R je diferencovatelna v bodé (0, 0) a necht g(0, 0) = 0,
D19(0, 0) = 2,D29(0, 0) = 2. Oznalme gy (Y) = g(X, y) apfedpokladejme, Zepro kazde

x existuje inverzni funkce g . PoloZme h(x, y) = g (y). Vypottéte parcialni derivace
funkce h v bodé (0, 0).

23. Necht funkce F : R2 — R je diferencovatelna v bodé (0, 0). Oznatme fy(y) =
f (x, y) apfedpokladejme, Zeprokazdé x existujeinverzni funkce . Polozmeg(x, y) =
f.1(y). Déle predpokladejme, Ze pro kazdé x existuje inverzni funkce gz a polozme
h(x, y) = g *(y). Dokazte, ze

D1 f(0,0)D19(0, 0)D1h(0, 0) = D2 f (0, 0)D2g(0, 0)D2h(0, 0) = —1.

24. Necht (Xo, Yo, 2o, Ug) = (1,4, 4, -5) a

_( x+2y—-z4+u \ _(O
FOGY.z,u) = (—Zx +y+2z+ 2u) o (O) ’
Rozhodnéte, zda na ngjakém okoli bodu (xo, Yo) = (1, 4) uvedena rovnice implicitné

definuje (z, u) jako zobrazeni (f1, f2)(x, y). Pokud ano, najdéte jeho parcialni derivace.

25. Uvedte priklad spojitédiferencovatelnéfunkce F : R2 — R takové, aby DoF (0, 0) =
OamnozinaM = {(x, y) € R%; F(x,y) = 0} bylagrafem diferencovatelné funkce.

26. Necht (xo, Yo, 20, Uo, v0) = (1,1,-1,3,3) a

_ [(—X+2y—-5z4+3u-5Y) (0
F(X,y,Z»“’”)_(x+4y+22+2u—3v)_(0)’

Rozhodnéte, zda na ngakém okoli bodu (xo, Yo, z0) = (1, 1, —1) uvedenarovnice im-
plicitné definuje (u, v) jako zobrazeni (f1, f2)(x,y, z). Pokud ano, najdéte parciani
derivace f1 podlex, y az.

27. Dokazte vétu o inverznim zobrazeni pomoci véty o implicitnim zobrazeni.

28. Dokazte vétu o implicitnim zobrazeni pomoci véty o inverznim zobrazeni.



4. Extrémy funkci vice promennych

Priklady
1. Najdéte viechny body, ve kterych funkce f : R2 —» R,
f(x,y) :3x+12y—x3—y3
nabyva lokalni extrem.
ReZeni: NejdFive najdeme f/(x, y). Plati
f/(x,y) = (3—3x%, 12— 3y?).
Podezi'elébody ziskametak, Ze f polozimerovnu 0. Regenim ziskanych rovnic dostaneme
3-3x2=0,tedy x2 =1alx| =1, 12— 3y2 = 0, tedy y?> = 4 a|y| = 2. Dostavame
tak body (1, —2), (1, 2), (-1, 2), (—1, —2). Abychom je mohli klasifikovat, potfebujeme
znét druhé parciélni derivace:
D11 f(X,y) = —6x, D12f(X,y) = D21 f(X,y) = 0, D22 f (X, y) = —6y.

Potom

det f”(x, y) = det (—gx —%y) = 36xy.

V bodé (1, 2) mame D11 f (1,2) < Oadet f”(1, 2) = 72. To znamena, ze v bodé (1, 2)
nabyva funkce f lokalniho maximaa f(1,2) = 18. Dale dostavame det f”(1,2) =
det f”(2,1) = —72 < Oabody (1, —2) a (-1, 2) jsou tedy inflexni. V bodé (-1, —2)
mame Dy f (=1, —2) > Oadet f”(—1, —2) = 72 > 0. To znamena, Zev bodé (—1, —2)
nabyvafunkce f lok@niho minimaa f (-1, —2) = —18.

2. Najdéte vechny body, ve kterych funkce
a) f(x,y) =x* = 2xy +y?, b) f(x, y) = x° = 3xy* + %,
nabyva lokalni extrém.

ReZeni: a) Zde plati
f'(x,y) = (2x — 2y, —2x + 2y) = (0, 0),
jestlize x = y. Mame tedy spoustu bodt podezielych z extrému. Dale plati
Duf(x,y)=2, Duf(x,y)=Daf(x,y)=-2, Dxnf(x,y)=2
Tedy
det f”(x, y) = det (_; _g) =0.
To znamena, Ze toto kritérium nam nedava zadnou odpovéd. Pokud si ale uvédomime, ze
fox,y) =x-y)?>

Zjistime, Ze v kazdém podezfelém bodé nabyvafunkce f absolutniho minima.
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b) Zde plati
f'(x, y) = (3x? — 3y?, —6xy + 2y) = (0,0),

jestlize
x2—y?=(x-y)(x+y) =0,
—bxy+ 2y =2y(—3x+1) =0.

Z prvni rovnicetedy y = £x az druhéy = O nebo x = % Podezielymi body tedy jsou
(0,0, (3, 3) a(3, —3). Daeplati

Dll f (X, y) = 6X5 D12 f (X, y) = D21 f (Xa y) = _6y5 D22 f (Xa y) = —6X + 2.
Tedy
Duf(3,3)=Duf(3,-3) =2 Duf(0,00=0 Dw(3 3 =-2

D123, —3) = -2, D12f(0,00=0, D2f(3,3) =Dxnf(3, -3 =0,
D2 f(0,0) =0

det (3, 3) =det (3, —-3) = -4 <0, detf”(0,0)=0.
To znamend, Ze body (3, 3), (3, —2) jsou inflexni a v pfipadé bodu (0, 0) nam toto
kritérium nedava Zadnou odpovéd. OvSem, na pfimce y = 0, funkce f|y—o(X) = x3
nemav bodé x = 0 Zadny lokalni extrém abod (0, 0) je tedy také inflexni.
3. Najdéte lokalni extrémy funkce

f(X,y) = 27x%y + 14y> — 69y — 54x.

Regeni: Plati

D1 f(X,y) = 54xy — 54, Daf(x,y) = 27x? + 42y? — 69.

ReZenim soustavy rovnic

D1f(x,y) =0
D2f(x,y) =0
jsou body
x5, y1) =@, Xz,y2)=(-1,-1),
(X3, y3) = (v/14/2,3/v/14), (X4, Ya) = (—v/14/2, —3/:/14).
Dae

D11f(x,y) =54y, D12f(X,y) =Daf(x,y) =54x, D2f(x,y)=84y.

Pfimym vypoctem nebo pomoci Sylvestrovakritérialze zjistit, Zze matice

54y 54x
54x 84y
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je v bodé (x1, y1) pozitivné definitni, v bodé (x2, y2) negativné definitni a v bodech
(X3, y3) a(Xa, ya) indefinitni. Funkce f matedy v bodé (x1, y1) lok&8lni minimum, v bodé
(X2, y2) lokalni maximum aplati f(x1, y1) = —82a f (x2, y2) = 82.

4. Najdéte lokalni extrémy funkce

f(X,y)=x+y
na mnoziné M dané rovnosti 1 1
F + F =1

Regeni: Jelikoz pro kazdy bod (x, y) € M afunkci
1 1
g(X,y)=F+?—1

plati Dg(x, y) # 0, Ize na fedeni Glohy pouZit metodu Lagrangeovych multiplikatord.
Hledame tedy body (X, y) € M acislo 1 takové, Ze pro Lagrangeovu funkci

1 1
L(x,y,i):x+y—l(ﬁ+?—l)

plati
1
DiL(x,y,2) =1+24—3 =0,

1
DoL(x,y,A) =1+ 2&ﬁ =0

Tato soustava ma nasledujici dve feseni:
(Xla yl, j'].) = (ﬁa \/é, _\/é)a (XZa yz, j'2) = (_\/éa _ﬁa \/E)
Déde ;
6— O

(DnL(x, y, 4) DiaL(X, Y, /1)) T4

D21L(X5 y’ j') D22L(X5 y’ j') - 0 _Gi

y4
Tato matice je v bodé (x1, y1, A1) pozitivné definitni a v bodé (xo, y2, 12) negativné
definitni. Funkce f méatedy na mnoZiné M v bodé (X1, y1) lok@ni minimum a v bodé
(X2, y2) lokalni maximum. Plati f (x1, y1) = 2v/2a f (X2, y2) = —24/2.

5. Najdéte ngjmensi a ngjvétsSi hodnotu funkce
f(X,y) =x%+y?—2x + 4y
na mnozné M dané rovnosti x2 + y2 = 25.

ReZeni: Jelikoz mnozinaM jekompaktni afunkce f spojita, existujemaximum aminimum
funkce f namnoZiné M. Jelikoz pro kazdy bod (x, y) € M afunkci

g(x,y) =x?+y?—25
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plati D1g(x, y), D2g(x, y) # (0, 0), Ize nateSeni Ulohy pouZzit metodu Lagrangeovych
multiplikatorll. Jestlize (xo, Yo) je bod extrému funkce f na mnoziné M, existuje Ciso
A € R takové, Ze pro Lagrangeovu funkci

L(X,y, ) = f(X,y) — A9 = X® 4+ y? — 2X + 4y — A(X? + y? — 25)

plati
D1l (X0, Yo, 4) =0,
D2L (X0, Yo, 4) =0,
tedy
1—I)xo= 1
1-2yo=-2
2., .2
X+Yy= 25

VyFeSenim této soustavy dostaneme (Xo, Yo) € {(v/5, —2v/5), (—/5, 24/5)}. Jelikoz
f (v/5, —24/5) = 25+ 64/5a f (—+/5, 24/5) = 25 + 10+/5, je nejmensi hodnotafunkce
f namnozing M rovna 25 + 6./5 angjvétsi 25 + 10/5.

Druha moznost: MnoZinu M parametrizujeme rovnicemi x = 5cos(t) ay = 5sin(t),
kdet e [0, 2z]. Nyni zbZimefunkci f namnozinu M. Tedy

g(t) = fm = 25c05°(t) + 25sin’(t) — 2cos(t) + 4sin(t) = 25 — 2cos(t) + 4sin(t).

Nyni hledameextrémy funkceg na[0, 2z ], to je alejednoduché, protoze sejednao funkci
jedné proménné. Proto polozme

g'(t) = 2sin(t) + 4 cos(t) = 0,

coz po Upravé dava
sn(t) y_

cos(t) X

Odtud y = —2x adosazenim do rovnice pro mnozinu M mame x?+4x? = 25. A konetné
(x1, Y1) = (v/5, =2V/5) a(x2, y2) = (—+/5, 2/5). Zbytek prikladu dofesime tak, jak je
uvedeno vyse.

6. Najdéte ngjmensi a nejvétsi hodnotu funkce

f(x,y) =X+ y? —2x + 4y
namnoziné M dané nerovnosti x2 + y? < 25.
ReZeni: MnoZina M je kompaktni afunkce f spojita; maximum a minimum funkce f na
mnoZiné M tedy existuje. Ngjprve hledame extrém funkce f uvnitf mnoziny M. Necht
(X0, Yo) je bod, v némz funkce f nabyva na mnoziné M maxima nebo minima. Je-li

(X0, Yo) € intM, plati
D1 f (X0, Yo) =0,

D2 f (o, Yo) =0,
tedy
2X0—2 =0,
2¥o+4=0
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a (xo, Yo) = (1, —2). Je-li (xo, yo) € frM, je bodem extrému funkce f namnozinéfrM.
Podle predchoziho prikladu tedy (o, Yo) € {(v/5, —2+/5), (—/5, 24/5)}.
Celkové, je-li bod (xo, Yo) bodem extrému funkce f namnoziné M, plati

(X0, Yo) € {(1, =2), (+v/5, —2+/5), (=v/5, 2/5)}.

Jelikoz f(1, —2) = =5, f(v/5, —=2v/5) = 25+ 6+/5a f(—+/5, 2/5) = 25+ 10./5, je
nejmendi hodnotafunkce f namnoZiné M rovna —5 anejvétsi 25 + 10+/5.

7. Najdéte ngimensi a nejvétsi hodnotu funkce
f(X,y) =x%+y?—2x+ 4y
namnozing M dané nerovnostmi x2 + y2 < 25,y > 0.
ReZeni: Existence maxima a minima opét plyne z kompaktnosti mnoziny M a spojitosti
zobrazeni f. Oznafme (Xo, Yo) bod extrému funkce f namnoziné M. Nyni mohou nastat
tfi moznosti. Je-li (Xo, Yo) € intM, plati
D1 f (X0, Yo) =0,

D2 f (X0, Yo) = 0.
Tyto podminky ovsem Zadny bod mnoziny M nespliuje. Je-li (xg, o) € frM, yo > O,
je (podle feeni predchoziho prikladu) (xo, Yo) = (—+/5, 2¢/5). Je-li Xg € [=5, 5], Yo =
0, Ize bod (Xo, Yo) Opét ngjit pomoci Lagrangeovy funkce, jednodussi ovdem je ngjit
podezielé body funkce g(x) = fly—o(X, y) naintervalu [—5, 5]: Krajni body (-5, 0),
(5, 0) jsou podezieléautomaticky aprotoze g’ (x) = 2x — 2, je stacionarnim (podezielym)
bodem bod (1, 0). Tedy celkoveé:

(XO’ yO) € {(_“/55 2«/5)5 (_59 0)9 (19 0)9 (59 0)}

Jelikoz f(—+/5,25) = 25+ 10/5, f(=5,0) = 35, f(1,0) = -1, f(5,0) = 15je
negjmend hodnotafunkce f namnoZing M rovna —1 angjvéts 25 + 104/5.

Cviceni

1. Najdéte lokalni extrémy funkce f : R2 — R, jestlize
Afy)=1+6y—y>—xy—x% b f(x,y)=x>—=2y*—3x+5y—1;

0 f(x,y)=(y—x—3% d) f(x,y) = x%y*12 - x - y);
e) f(X,y) = x + Yy + 4cos(x) cos(y); f) (X, y) = 4x° — Xy + y?;
) f (X, y) = sin?(x) + cos(y); h) f(x,y) = X2 — Xy — y°+ 5y — 1.

2. Najdéte lokalni extrémy funkce f : R?2 — R (respektive R® — R), jestlize
a) f(x,y) =x?—y?—2xy — 4x;
b) f(x,y) = (8x% — 6xy + 3y?) e+,
) f(X,y,2) = 35— 6x + 2z + x? — 2xy + 2y? + 2yz + 372°.

3. Najdéte viechny lokalni extrémy funkce f : R3\ {(X,y,2); x = Oneboy =
Oneboz=0} - R,
12 24 72

f = — 4 — 4+ —.
X,Y,2) xyz+x+y+Z
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4. Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce f : (=1, 00) x (=1, 00) = R,

fX,y)=yvV1I+x+x/14y.

5. Najdéte maximumfunkce f : RT x Rt — R,

Xy — 4y — 8x
f(x,y)= Ty

6. Najdéte lokalni extrémy funkce f na mnoziné g(x, y) = 0 (resp. g(x,y, z) = 0),
jestlize

aQ) f(X,y)=xy—x+y-1, gx,y) =x+y—1
b) f(x,y,2) =xyz, 9(x,y,2) =x°+y>+22-3;
_ _ X+y+z-5
C) f(X, y’ Z) _Xyza g(X, ya Z) - Xy+yz+zx_8)'

7. Najdé&e maximum a minimum (pokud existuje) funkce f : R? — R (respektive
R3 > R) namnozing M, jestlize

3 f(x,y) =@ +2y)e XY, M={(xy) eR% x2+y? <4);

b) f(x,y,2) =x°—y>+ 25, M ={(X,y,2) e R3 x2+y2+ 272 < 1};
Q) f(X,y)=x2—2y?+4xy—6x —1, M ={(Xx,y) e R?; X,y >0,y < —x+3};
d f(x,y) =Yy, M={(x,y) eR% y<1y3<x?

e f(x,y)= ¢, M ={(x,y) e R%; x?—y? < 1};

f) f(X,y,2) =X — 2y + 2z, M={(X,y,2) e R® x2+y?+ 22 =09},
g) f(X,y,2) =xy+ 2xz+ 2yz, M = {(X, Y, 2) € R®; xyz=4}.

8. Najdéte lokalni i globalni extrémy funkce f : R?2 — R (respektive R® — R) na
mnoziné M, jestlize

a) f(x,y) =vx2+y2, M = {(x,y) e R% x?+y? < 12);

b) f(x,y) = xy, M={(x,y) e R% x+y=1}

O f(X,y,2)=x+2y—2z, M={(X,Y,2) e R3 x2+y2+72 =2,z = x2+y?};
d) f(X,V,2) =Xy + Xz, M={(X,V,2) e R%: x2+y2=1xz=1};

e f(xy) =x2+y? M={(xy) eR% [x+yl <1 |x—y| <1}

9. Bud f : R? - R, f(x,y) = cos(x) cos(y) cos(x + y). Najdéte nggmensi a nejvetsi
hodnotu funkce f nac¢tverci svrcholy (0, 0), (0, x), (z, ), (x, 0).

10. Najdéte maximum funkce f : R® —» R,
f (X, y,z) = 900z — 700x — 400y
namnoziné danérovnosti z= x/3+y/3—1/x —1/y + 5.

11. Necht f : R? — R,
f(x,y)= €Y

aM = {(x,y) € R% J/IX] + /Iyl < 1}. Vypottéte f (M).
12. Najdéte supremum ainfimum (pokud existuje) funkce f (X, y, zZ) = X+ y namnoZziné

M={(x,y,2) eR® x> +7° <1, y>+7° < 2).
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13. Dokazte, Zeprokazdéx,y,ze R, X, y, z > 0, plati

3/Xyz < # .

(Navod: Hledejte maximum funkce f (X, y, z) = ¥Xyz namnoziné %(x +y+2)=Kk)
14. Naleznéte vzdalenost elipsy x? + 2y? + 2(x + 1)y = 1 od bodu (0, 0).

15. Bud M c R" kompaktni mnoZinaa x bod nelezici v M. Dokazte, Ze existuje bod
y € M, ktery ma ze vech bodli mnoZziny M od bodu x nejkratsi vzdalenost.

16. Bud M c R" uzaviena mnozina a x bod neleZici v M. Dokazte, Ze existuje bod
y € M, ktery ma ze vech bodll mnoziny M od bodu x nejkratsi vzdalenost.

17. Necht mnozina M z pfedchoziho pfikladu je danarovnici f (x) = 0, kde f je spojité
diferencovatelna funkce splfujici D f (x) # O pro kazdé x € M. Dokazte, Ze pfimka
urCenabody x ay jev bodé y namnozinu M kolma.



5. Integralni poCet na R"

Priklady
1. Wpoctéte
/ (2x + 3y — 2) dx dy,
A
kde A=[-2,3] x [, 4].

ReZeni: Funkce (2x + 3y — 2) je spojitanamnozing A, coz je méfitelnamnozina, a f je
tedy na A integrovatelna. MnoZinu A si mlizeme vyjéadrit nerovnostmi
—2<X <3,
l<y<4

Podle Fubiniovy véty miizeme dany integral poCitat dvéma zplisoby. Viybereme s jeden z
nich.

3 4
/(2x+3y—2)dxdy:/ (/ (2x+3y—2)dy) dx =
A -2 \J1

3 3y2 4 3
= / [2xy+ - - Zy} dx = / (6x + 16,5) dx = 97,5.
1 -2

-2
/ Xy dx dy,
A

kde A je mnoZina véech bod{i zR? ohrani¢enaparabolouy = 2x —x2 aprimkouy = —x.

2. \Wpoctéte

ReZeni: Bylo by vhodné namalovat si obrazek. Soufadnice priisetikdl Py, P> uvedené
paraboly a uvedené pfimky najdeme feSenim systému rovnic

y = 2X — X2,
y = —X.
Odtud dostavame P; = (0, 0) a P> = (3, —3). Mnozina A je tedy dana nerovnostmi

0<x<3,
—X <y < =X+ 2x.

JelikozZ je funkce F spojita na méFitelné mnoZing A, plati
3 —x242x 3 xy2 —x242x
/xydydx:/ / xy dy dx:/ [—i| dx =
A 0o \J—x oL 21«
3
= %/ (x° — 4x* + 3x3) dx = — 2.
0

3. Wpoctéte

/ y dx dy dz,
A

201
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kdeA={(x,y,2)eR3; x>0, y>0, z>0, 2x+2y+2z—6 < 0}.

ReZeni: Opét by bylovhodnénamalovat si obrazek. Z podminekz > 0, 2x+2y+z—6 <
0 pro zvyplyva0 < z < 6 — 2x — 2y. MnoZina A jsou tedy takové body z R3, pro které
plati

0<x<3
0<y<3-x,
0<z<6-—2x-—-2y.

Funkce f (x, y, Z) = y jespojitanaméfitelné mnoziné A aje nani tedy integrovatelna.

Plati
3 ,3—x p6-2x-2y
/ydxdydz:/ / / ydzdydx = Z.
A 0oJo Jo

/ e =Y dx dy,
A

pFitemz mnoZna A je dana nerovnostmi 1 < x24+y2 <9, y > 0.

4, \Wpoctéte

ReZeni: PouZijeme transformaci do polarnich soufadnic. MnoZina A je pfi této transfor-
maci obrazem mnoziny B dané nerovnostmi 1 <r < 3, 0 < ¢ < 7, jak se mlizeme
presvédtit pouzitim transformatnich vztahti v uvedenych nerovnostech. Toto zobrazeni
je namnoziné urcené nerovnostmi r > 0,0 < ¢ < 2z prosté a spojité diferencovatelné.
Funkce f(x,y) = e x*-y? je spojita a tedy integrovatelna na mnoziné A. Proto podle
Fubiniovy véty plati

_x2_y2 _ —r2cos? p—r2sin? g _r E_i
/Ae dx dy /Be Ir| dg dr Z(e o)

5. Wpoctéte

kdyz A je dana nerovnosti

ReZeni: Pfi vypo&tu pouZijeme zobrazeni dané rovnicemi

X = ar cosv cosy,
y = br cos¥ sing,
Z = czsind.

Jakobian tohoto zobrazeni je abcr 2 cos®. Toto zobrazeni je prosté a spojité diferencova-
telné na mnoziné dané nerovnostmir > 0, 0 < ¢ < 27, —x/2 < ¥ < x/2. Mno-
Zina A je pfi uvedené transformaci obrazem mnoziny B dané nerovnostmi 0 < r < 1,
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0<¢ <29, —m/2<9 < r/2 Funkce

f(x,y,Z)z\/l—z————
je spojita a tedy integrovatelnanamnoziné A. Proto plati

/A\/l ————— ?dxdydz=

= \/l—rZCOSZq) co Y —r2sin2 g cos? 9 — r2sin2 ¢ |aber 2 cosd | x
B
x dr do d =

1 p2zn pm/2 2
= / / / V1 —r2abcr?cos? 9 d dp dr = %abc.
0o Jo Jozp2

6. Najdéte pomoci dvojného integralu obsah Casti A roviny ohranicené kiivkami y =

JX, y=2/xax =4
Regeni: Cast A roviny ohranigenadanymi k¥ivkami je mnoZina uréena nerovnostmi

0<x <4

VX <y <2Jx

4 2%
S:/ dxdy:/ / dxdy = 2.
A 0o Jux

7. Najdéte objem mnoziny A ohrani€ené plochami

aproto dostavame

z=x°+y% y=x% y=1 z=0.

ReZeni: Danamnozina A je zdola ohranienarovinou xy (neboli z = 0), zhorarotatnim
paraboloidem z = x? + y? a z bok{l ,,parabolickym valcem* y = x? arovinouy = 0.

MnoZina A je tedy vélcovité téleso, prokteréplati 0 < z < x? + y? prokazdé (x, y) € B,
kde B je dana nerovnostmi

Proto plati
2,2 Ytro o 88
V:/B<x +y)dxdy:/_l/xz(x +y)dydx:w5.

8. Najdéte objem mnoziny A ohranicené plochami
Xty +Z=a% xP+yP+Z =07, XP4+y -72=0,

pficemzz > 0al0<a<h.
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ReZeni: Danamnozina A je téleso ohraniené dvémakoncentrickymi kulovymi plochami
se stfedem v pocatku a ,,polovinou* kuzelové plochy x2 + y2 = z2 s vrcholem ve stfedu
obou kulovych ploch. Objem tohoto tél esa vyhodné najdeme ve sférickém soufadni covém
systému. MnoZina A je obrazem kvéadru

INIA

=

INIA

N O
Nl;‘ﬁ RS

Ao o
IA

< S
IA

pri zobrazeni daném rovnicemi

X = cos? cosg,
y =r cosd Sing,
Z=zsind.

Toto zobrazeni je prosté a spojité diferencovatel né na mnoziné uréené nerovnostmi

T T
r-0, O 2 —— <V <z
> 0, < ¢ < 2r, > <V <3

ajeho Jakobian je rovenr2 cos®. Proto plati
b 2z pr/2 ) .
V=/ dxdydz:/ / / r COSQ?dQ?d(pdf:—(Z—ﬁ) (bg—a3).
A a Jo Jr/4 3

9. Najdéte objemovy element na kruznici S se stfedem v bodé (0, 0) a polomérem R.

ReZeni: Rovnice kruznice s pozadovanymi parametry je x2 + y2 = R2. V&mavy student
jisté snadno pozné, Ze norméovy vektor v bodé (x, y) leZici na kruznici je napfiklad
u= (x,y) (steginé tak i v = (2x, 2y)), jednotkovy norméalovy vektor v bodé (x, y)
je tedy roven n = (x/R, y/R) (tento krok bude jasng& uvédomime-li s, ze |u|| =
VX2 + y2 = R). Nyni, mame-li normalovy vektor v libovolném bodé kruznice (nékdy se
takéfikajednotkové normalové pole nakruznici), ziskame objemovy element nakruznici
kontrakci objemového elementu na R? timto zminénym vektorovym polem. Objemovy
element naR? je dx A dy (nékdy zkracen& jen dx dy). Vzorec pro kontrakci vnggiho
soucinu 1-forem nasleduje

ic(@An) =ig(@n—is(no.
Dosadime-li, dostavame

y

dS=in(dx A dy) = in(dx)dy — in(dy) dx = %dy_ 2 dx

10. Ovérte spravnost vzorce pro obvod kruznice (O = 2z R) pomoci integrace objemového
elementu.

ReZeni: Z predchoziho prikladu vime, Ze objemovy element nakruznici So poloméru Rje
dS = x/Rdy — y/Rdx. Obvod spotitame pokud zintegrujeme tento objemovy element

prestuto kruznici. Tedy
X y
0= /S dS—_/S—R dy — —Rdx.
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Parametrizujme kruznici Stak, ze poloZimex = Rcost, y = Rsint at € [0, 2z]. Nyni
dosadime do naSeho integrélu

2% Rcost Rsint 2n
0 :/ d(Rsint) — —— d(Rcost) :/ R(cos’t + sin’t) dt
0 R R 0
= R[t]3" = 2z R.

11. Wpocitejteintegrél
/ 1+ ¢?dC,
c
kde C je spiréla dana parametrizaci X = ¢ cosg, Yy = ¢ Sing pro ¢ € [0, 2x].

ReZeni: Nejprve je nutno najit objemovy element na spirdle. Spotitame-li si tetny vek-
tor k C, dostaneme u = (cos¢p — ¢ SiNg, SiNg + ¢ CoSp) anormaovy v = (sing +
@ COSp, —COSp + ¢ Sing) déle

o]l = \/Sinzgo + 2p sing cosg + 2 cos? g + COS2 p — 2¢ COSp SiNg + p2sin ¢

:,/l—l—(oz.

QOdtud jednotkovy normalovy vektor

N ((sin(p + p cosp) (—cose +¢Singo))

Vit Vo +12

Se zkuSenostmi z minulého pFikladu si jisté sami odvodite, Ze po kontrakci jednotkovym
normalovym polem dostaneme objemovy element naspirdle

sin cos — COoS sin
dc — o+o wd _ p+o ¢dx
/1+¢2 /1+¢2

Nyni jiz mlizeme dosadit do nadeho interalu

21 i
sing + ¢ cosg —C0Sp +psSng
/,/1+(p2dC / Vi+o ( dy — Tt dX)

1+go

= (sn(p + ¢ cosgp) d(p Sing) + (— coSy + ¢ Sing) d(p cosg)
0

2
= [ 2psin@y) - coszp) + p?coszerdop = -5
0

12. Najdéte objemovy element na kuzelové ploSe A dané rovnici

22 =x>+y

ReZeni: Oznaémes f(x,y) = /X2 + y2. Nejprve s spotitame smérové vektory ke
grafufunkece f. Tyjsouu = (1, 0, 6f x) av = (0, 1, &fy). Pomoci téchto vektorli najdeme
normal ovy vektor (jednodusevektorovymsoucinem), ktery jetedy w = (—of x, —aofy, 1)
po vypocitani parciénich derivaci dostaneme

- X y 4
Ay 4y
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Normatohoto vektoruje ||w|| = +/2, proto jednotkovy normalovy vektor ke grafu funkce
f vbodé (x,y, f(X,y))je

n= X y L
T\ v V2 ey V2 )

Objemovy element na A dostaneme kontrakci objemového elementu na R3 (dx A
dy A dz, nékdy zkracené piSeme pouze dx dy dz) jendotkovym normalovym polemk A.
Pouzijeme nasledujiciho vzorce pro kontrakci sou€inu 1-forem

iclwAnAnk)y=izg@n A —oANicr+oAn-ig(c).
V naSem pripadéto znamena, Ze objemovy element na A Ize vypocitat takto:
dA = ih(dxdydz) = in(dx)dy A dz— in(dy)dx A dz+in(dz) dx dy

X
= ————dydz—
V2x2 4+ y? x/—\/x2+y2

dxdz+ — dx dy.

13. Wpocitejteintegral [qx dy dz+ ydzdx + zdx dy, kde Sje hranice krychle [0, 1]3.

ReZeni: Jemozno plochu Srozddlit naest &asti (jednotlivéestény krychle) apotitat integral
prestyto Casti. My ale vyuzijeme Stokesovu vétu, tedy

/xdydz+ydzdx+zdxdy=/ d(xdydz + y dzdx + zdx dy)
s [0,13
=/ dxdydz + dydzdx + dzdxdy
[0,13

_3 / dx dy dz = 3[x]3[yl}[z1} = 3.
[0,1]3

Cviceni
1. Znazornéte mnoziny dané systémem nerovnosti

Ay<x y=x% b)x?2+y2—1>0, 4—x?—-y2 <0, |y| > |x],
0l<|x|<2 1<|y|<2 dO0<x<2a v2ax—x2<y<?2ax,a>0.

2. Vlypoctéte
a) fol fr2 xy2dy dx; b) f”/z fctsy x4 dx dy.
3. Vypoctéte
a) [ (X2 +y? —2x — 2y + 4) dxdy, kde A= [0, 2] x [0, 2];
b) [, x2ycos(xy?) dxdy, kde A = [0,z /2] x [0, 2];
0) [axy?2yZdxdydz, kde A=[-2,1] x [1,3] x [2,4].

4, Zameénte poradi integrovani
a) ff f;‘ f(x y) dx dy; b) fo X £(x, y) dydx;
0 Ja f f(x y)dxdy; d) 3 [ f”y f(x, y, ) dzdy dx.
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5. Napiste Fubiniovu vé&tu pro dvojny integrdl [, f(x, y) dx dy, pokud
a) Ajelichobéznik svrcholy (1, 1), (3,1) (2, 2), (1, 2);
b) A je mnoZinaohranienahyperbolou y? — x2 = 1 akruznici x2 + y2 = 9, pficemz
obsahuje bod (0, 0).

6. Vypoltéte

a) [, (5x? — 2xy) dx dy, kdyZ A jetrojuhelnik s vrcholy (0, 0), (2, 0), (0, 1);

b) [5(x — y) dx dy, kdyZ A je mnoZinaohranienapfimkami y = 0, y = X,
X+y=2

©) [av/Xy — y2dxdy, kdyZ A jedananerovnostmi 0 < y < b, y < x < 10y;

d) [5(Ix] + lyl) dxdy, kdyz A je dananerovnostmi |x| + |y| < 4;

€) [5(12 — 3x — 4y) dx dy, kdyZ A je dananerovnostmi x? + 4y? < 4;

f) [, x/3dxdy, kdyz A je ohrani¢enakfivkou x = 2+ siny apfimkami x = 0,
y=0, y=2r;

) [oson (x2 — y? + 2) dxdy, kdyZ Ajekruh x? + y2 < 2.

7. Vypoctéte
a) Jy 2 J3(x +y + 2) dxdy dz; b) f3 Jo oY x3y2zdzdy dx;
O Jo T T Ik -y = 2)/(z— (2 +y — ) dzdydx.

8. Vypoctéte uvedeny integral, kde mnoZina A je dana uvedenymi nerovnostmi
a) fAzzdxdydz, Al UX24y2<z2</2-%2—-y2 0<y</1-—x2
O<x<1;
b) [yzdxdydz, A: x?/a?+ y?/b? +72/c? < 1, z> 0,kdea, b, ¢ > 0;
0) [o (X2 +y2+27%) dxdydz, At Y2+ 22 <x2, x2+y?+ 72 < R?, x > 0.

9. Vypoctéte integral
14+x24y2

kde A c R? je oblast ohranienakfivkami x = 0,y = 0ax?+ y? = 1.

10. Vypoctéte uvedeny integrél, kde A je mnozina ohranicenauvedenymi plochami
a) [p(2x+3y—2z)dxdydz,A: z=0, z=a, x=0, y=0, x+y=b, a,b> 0;
b) [yxyzdxdydz, A: x2+y?+22=1 x=0,y=0,z=0, X,y,z> 0,
) [pycos(z+x)dxdydz, A: y=X, y=0,z=0, x+z=m/2.

11. Vypoctéte
a) [x (X2 +y? + 7% + u?) dxdydzdu, kde A = [0, 1]%;
b) [a ut e’ dx dy dzdu, kde A je mnoZinadananerovhostmmi0 < z<u, 0<u <
1, 0<y<zu, 0<x<yzu;
c) [, dxtdx?... dx", kde Ajemnozinadananerovnostmi x! > 0, x2 > 0,...,x" >
0, x14+x2+... +x"< 1

12. Vypoctéte dvojné integraly namnoziné A transformaci do polérnich soufadnic
a) [5(1—2x — 3y) dxdy, kde Ajekruhx? + y? < 2;
b) [oIn(x2+y?) / (x2 + y?) dxdy, kde Ajemezikruzi 1 < X2+ y? < ¢
c) [osiny/x2 + y2dx dy, kde A jemezikruzi 72 < x? + y? < 472,



208 PRIKLADY A CVICENI

13. Vypocitejte pomoci transformace do zobecné ych polarnich souradnicx = ar cose, y =
br sing dvojny integrél
x2 y2 X2y
/A 1-— 2 2 dxdy, kde Ajevnitfek elipsy P + 02 <1
14. Vypoctéte trojné integraly na mnoziné A transformaci do val covych soufadnic
a) [, dxdydz, A: x>+y?2<1, x>0,0<z<6
b) [ zv/x% + y?dxdy dz, kde A je mnoZinaohranigenarovinamiy =0, z=0,z =
a > 0avalcovou plochou x? + y? = 2x;
©) [ (x? + y?) dx dy dz, kde A je mnoZina ohraniten paraboloidem 2z = x2 + y
arovinouz = 2.

2

15. Vypoctéte trojné integradly namnoZzingé A transformaci do sférickych soufadnic
a) [pvX2+y2+ 22dxdydz, kde Ajecastkoulex? +y? +22 <1, x > 0, y >
0, z>0;
b) [4 (X +y?) dxdydz, A: z>0, 4> x2+y?+22 > 9;

C) [avX2+ Y2+ 22dxdydz, kde Ajekoulex? + y? + 7% < z.
16. VVypoctéte obsah oblasti ohranicené pfimkami
2Xx—y=0, 2x—y=7, x—4y+7=0, x—4y+14=0.

17. Vypottéte obsah oblasti ohranicenych elipsou x2/a? + y?/b? = 1 apfimkou x/a +

18. Vypoctéte obsah oblasti ohranicené danymi kfivkami
ay=x-a)?/a, a>0, x2+y2=a?
b)y=-2 y=x+2 y=2, y2=x.

19. Transformaci do polérnich soufadnic najdéte obsah asti roviny ohrani¢ené danymi
kfivkami

Q) (x—a)’+y*=a% X’ +(y—a)’=a%

b)ﬁ+§ﬁzﬁ, Xt+y=a>0;

o) x3+ y°® = axy.

20. Pomoci zobecnélych polarnich soufadnic
x = ar cosP ¢,
y =brsinPg,
kde a, b, p jsou vhodné zvolené konstanty, vypoctéte obsah Casti roviny ohranicené da-
nymi kfivkami
a) (x2/a? + y?/b?)* = xy/c; b) (x/a+y/b)> =x/a—y/b, y>0;
c) x4/a* + y*/b* = x2/h? + y2/Kk2.

21. Trasformaci do zobecnéych sférickych soufadnicx = ar cos® cosg, y = br cosd sing,
Z = czsiny vypocteteintegral
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kde V je elipsoid se stfedem v bodé (0, 0, 0) apoloosami a, b, ¢ > 0.

22.

Vypoctete integrél
/ x2y?zdx dy,
s

kdeS={(x,y,2) e R3 x?4+y2+7z2=a,z<0}aa > O.

23.

24,

25.

26.

27.

Najdéte objemy téles ohranicenych danymi plochami

arovinami:Xx —y+z=6, x+y=2, x=Yy,y=0, z=0;

b) vélcovymi plochami: z =4 — y?, y = x2 arovinouz = 0;

c) paraboloidy: z =4 — x2 — y2, 22 =2+ X2 + y?;

d) valcovymi plochami: x2 4+ y2 = 2x, x> +y2 =2y, z=2y+xaz=_0;
e) plochami: z = e ¥, z=0, 1= x2 + y2.

Vypocitejteintegral

a) [o(X? + y?) dx + (x? — y?) dy, kde C jetrojuhelnik svrcholy (0, 0), (1, 0), (0, 1)
orientovany ve sméru daném poradim ve vy&tu vrchol &;

b) [o(x + ydx — x — ydy)/(x2 + y?), kde C je kruznice se stiedem v potatku a
polomérem 1;

0) Jo xydx + (x +y)dy, kdeC = {(x,y) e R% x =y € [0, 1]};

d) Joxydx + (x +y)dy, kdeC = {(x,y) e R% x =t2, y =t2,t € [0,1]};

8 Joxydx+ (x+y)dy, kdeC = {(x,y) e R%; x =t,y=t%t € [0,1]};

f) fc (dx — dy)/(x + y), kde C je hranice ¢tverce svrcholy (1, 0), (0, 1), (—1,0) a
(0, —1) orientovanave sméru daném poradim ve vy&tu vrchol .

Vypocitejteintegré

a) [gxdydz+ ydzdx + zdx dy, kde Sje hranice krychle[0, 1]3;

b) [sx?y?zdxdy, kde S= {(X,y,2) e R x2+y?+ 22 =1,z < O};

c) fc 2xy dx + x2dy, kde C je libovolna kfivka vychazejici z bodu (0, 0) a kongici
v bodé (2, 1);

d) [c yf(xy)dx + xf (xy)dy, kde f je spojitafunkcea C je kfivkaz bodu (1, 1) do
bodu (2, 3);

6) Jo(x*+4x +y3) dx + (6x2y? — 5y*) dy, kde C jekfivkaz bodu (—2, —1) do bodu
(3,0);

f) [o(1/y) dx — (x/y?) dy, kde C je isetka z bodu (1, 1) do bodu (2, 3).

Vypoditejteintegral

a) [gx dS, kde S je Cast kulové plochy v prvnim kvadrantu se stfedem v pocatku a
polomérem R;

b) /s x2y? dS, kde Sjehorni plilkakulovéplochy sestfedem v pocatku apolomérem R;

¢) [sX + ydS, kde Sje&tvrtinakruznice x? 4+ y2 + z2 = R?, x = y leZici v prvnim
oktantu;

d) [sv/xZ+ y2dS, kde Sje ast kuzelové plochy x2/a2 + y? — z2/c? = 0,
O0<z<h.

Najdéte objemové elementy na nasledujicich kfivkach respektive plochach.
a) Kulovaplochav R?2 se sttedem v potatku a polomérem R;

b) Rovinav R3 danarovnici z = ax + by + c;

¢) Rotatni paraboloid v R® srovnici z = x? + y?;
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d) Sroubovicev R3 dana parametrizaci x = cost, y = sint, z=t.

28. Nasledujici kfivkovéintegraly se pokuste vypocitat Stokesovou vétou.
a) Jo(xy +sin(x/y))/xdx — sin(x/y)/y dy, kde C je hranice trojuhelniku s vrcholy
(0, 0), (1, 1) a(0, 2) orientovana poradim ve vy&tu vrchol {;
b) [c € dx + ye*dy, kde C je hranice obdélniku [0, 3] x [1, 2],
¢) Obvod jednotkového kruhu, tedy [ x dy — ydx, Sjejednotkovy kruh.
Vysledky
2.8) %,3.a) £,b)—7/16,0)5 (4— fz).4. a) f3 [2 f(x, y)ydxdy,b) i [ f(x,y)

_ —x2 _
dxdy+fff06 Y (x, y)dxdy, c) fflfo 1=x f(x,y)dxdy+f01 01 ¥ f(x, y)dxdy.
- — . _ A/ 9—x2 /1_x2
5. a) Napf. ff /i Y4 £ (x, y) dx dy, b) napf. f_32 A 99:(2 f(x,y) dydx+f_22f 1=x

f(x,y)dxdy + J3 flj% f(x,y)dxdy. 6. ) 3,b) 1, ¢) 6b3, d) &, €) 24r, f) 3z,

g) 27. 7. a) 18, b) 115, 8. @) 7 (+/8 — 1)/15, b) zabc?/4, ¢) 2r R%/5.9.) z(x — 2)/8.
10.a) 5ab3/6— (a%b?)/4,b) &, ¢) 2/16—1.11.8) 4,b) (2e—5)/32,¢) 1/n!. 12. 8) 2,
b) 7 /2,¢) —6x2.13.) 2z ab/314.a) 3z, b) b%a?z /6, ¢) ¥z .15.a) 7/8,b) &7, c) z/10.
16.) £.17.) S, = ab(z — 2a)/4, S = zab(3 + 2a/x). 18. a) a%(z /4 — 3), b) £.
19. a) 7a?/2. 23. a) 12, b) 128v/2/21, ¢) 3, €) 7 (1 — e R%). 24. a) 0, b) -2, ©) 2
d) %; €) % f) —4.25. a) 3, ¢) 4, d) F(5 — F(1), F-primitivni funkce k f, €) 62,
f) —1.26.a) 7 R%/4,b) 2z RS/15, ¢) 1R?, d) $7a?v/aZ + b2.27.a) dS= x/Rdydz—
y/Rdzdx +z/Rdxdy, b) dS= (—adydz+bdzdx + dxdy)/va2+b2+1,c) dS=

(—2x dy dz+ 2y dzdx + dxdy)/+4z+ 1d) (xdy — ydx + dz)/+/2.28.a) —1,b) 2e—
e/2— 3,0 2x.



6. Funkce komplexni proménné

PFiklady
1. Z definice derivace dokazte ze pro f : C — C, f(z) = Z2, plati f/(z) = 2z
ReZeni: Hodnota f’(zo) je danavztahem

f(zo+ Az) — f(20)
Az '

f'(zg) = lim
( 0) Az—0
Dosadme do tohoto vztahu naSi funkci. Dostavame

f/(20) = limaz0((zo + A2)? — (20)?)/ Az = limaz50(Z5 + 220AZ + AZ? — 2§) / Az =
limaz—0(220Az 4+ AZ%)/Az = limaz—0220AZ/ AZ + limpz—0 AZ%/ Az = 279 + O.

I:/zzdz,
c

kde C je oblouk kruznice |z| = 1 ohrani¢eny body z; = €% az, = € (a < p).

2. Wpocitejte integral

ReZeni:  Podivejme se nejprve blize na funkci f(z) = z2, pomoci reané a imaginarni
¢asti argumentu ma tato funkce tvar f(z) = 22 = (X +iy)? = (X% — y?) + (2xy)i =
u(x, y) +in(x, y), kdeu(x, y) = x? + y? av(x, y) = 2xy.

Samotny integral budeme pocitat podle néasledujiciho vzorce

/ f(z)dz:/(udx—vdy)+i/(udy+vdx)
C C C
V naSem pripade tedy dostavame

/zzdz:/(xz—yzdx+2xydy)+i/(x2—yzdy+2xydx)
c c c

Nyni parametrizujeme oblouk nasledovné& x = r cost, y =r sint odtud dx = —r sint dt
a dy =r cost dt. Coz dava

B B
I :/ (sin3t—30052tsint)dt+i/ (cos’t — 3sin®t cost) dit

_[eos@)]’ | [sin@)]”
‘[ 3 }“[ 3 }

= %(Si n(3p) + cos(34) — sin(3a) — cos(3a)).

a a

Pokud je C cela kruznice, potom | = 0, coz odpovida faktu, ze integral z analytické
funkce po uzaviené kfivce je roven 0.
/ 3234z,
c

kde C je oblouk spiraly dané parametrizaci ¢ : [0,87] 5 t — t €.

3. Wpocitejte integrél

ReZeni: Nejprirozeng& by bylo pouZit zadanou parametrizaci a ,,dosadit* ji do integralu
(pfesngji feCeno provést pull-back formy). V&meéme s ae, Ze funkce za integrdlem je

211
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analytickav celé C protointegral z ni nezavisi naintegratni cesté. Proto si miizeme zvolit
Uplné jinou (jednodussi) kfivku spojujici pocatetni ¢ (0) = 0 akoncovy ¢ (87 ) = 8 bod.
Zvolmesi tedy ,,lepSi“ parametrizaci, tfeba y : [0, 1] > t — 8t. Dostaneme

1 1 1
/3z3dz=/ 3t3d(8t):/ 24t3dt=6[t4] —6.
C 0 0 0

/ z
dZ,
C

kde C je Ctverec dany vrcholy 1 +i, =1+ i, —1 —ial—i sorientaci danou poradimve
vyCtu vrehol &1,

ReZeni: V pripadg, ze by sejednal o 0 analytickou funkci integral by vy3el roven 0. My ale
takové Stésti nemame. Tato funkce mav bodé 0 singularitu. Integral po jakékoli zaviené
kFivce obepingjici singularni bod je roven 2 i-nasobku residuafunkce v tomto bodé. Tedy

1 1
I :/ —dz=2riresp -.
cZ 4
Staci tedy spocitat vySe uvedené residuum. Vyuzijeme nasledujiciho vztahu

1 dan— 1
(n—1)! dz-1

ress f = ((Z -a)"f(2),

kde a je polem n-tého Ffadu funkce f. V nasem prlpadé f(z) = 1/zje 0 pblem prvniho
fadu. O tom se Ize presvédCit tim, Ze limita lim;—,o(z — 0) f (2) existuje a je konetna
Dosadme tedy do vzorce pro reziduum

1 dn—l N dl—l 1
rﬁaf:mwa((z—a) f(Z)):lmo((Z—o)E):l
Proto 1
—dz=2xi.
cZ

5. Wpoctéte integral

o0
1
/ > dx
—oo X941

Redeni: Roz&ifime-li funkci, kterou mameintegrovat nacelé C, tedy formalnédefinujeme
funkcig: C — C, g(2) = 1/(z%+1), |zenéSintegral vypotitat tak, Ze budemeintegrovat
funkci g po,,uzaviené" kfivceC := RU{oo} c C. Uvnitf C (napfikladv oblasti Zmz > 0)
leZi jediny singularni bod g ato z = i. Tento bod je jednonasobnym pdlem funkce g.
MUZeme tedy pouZit Cauchyho vétu o reziduich a dostaneme

kdex € R.

*© 1 z—i
/ 2+ldX—27T|reSg(Z)—27T||| m

Jisté s snadno ovéfite, Ze stejny vysledek dostaneme pokud budeme uvazovat oblast
Imz < 0.
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Pokud se rozhodneme potitat nas integral ,,klasicky* potom dostanme

/oo ! dx—nm/c 1 x = lim [arctan(0. =~ + © =
o X2 1 T eh [ x2r1 T emoo T2T2 T

NN

Cviceni

1. Z definice derivace dokaZte nadedujici vztahy
a) ((a+ hi)z) = (a+ bhi); b) (") = nz""! kden e N;

2. Rozhodnéte, zda je funkce f : C — C analyticka v C pFipadné na ngjaké oteviené
mnoZzing, pokud

a3 f(=z b) f(2) =|zl;

c) f(2) = z¢€%; d) f(2) =7

e f(2) =22+ 3+ 4)z/(z— (1+1)).

3. Ngjdéte rezidua nasledujicich funkci ve vSech jejich singularnich bodech.
Q) f(2=1(@z-2%; b) f(2) = 2/(1+ 2)%;
0 f@ =1+ d) f(2) = 1/(+1);
e) f(z) = 1/sn(x).

4. Pomoci véty o derivaci (integraci) fady ¢len po ¢lenu najdétederivaci (primitivni funkci)
k nasledujicim funkcim
a) sin(2); b) cos(2); C) €.

5. Vypoctéte integraly:

a) Jc(52—2)/(z(z— 1)) dz, kde C jekruznice|z| = 2 orientovanav kladném sméru;

b) fc 1/(Z3(z + 4)) dz, kde C je kruznice |z 4+ 2| = 3 orientovanav kladném sméru;

©) Jc 1/(Z3(z + 4)) dz, kde C jekruznice|z| = 2 orientovanav kladném sméry;

d) [c(3Z% + 2)/((z — 1)(z%2 + 9)) dz, kde C je kruznice [z — 2| = 2 orientovana
v kladném sméru;

€) Jc tanzdz, kde C jekruznice |z| = 2 orientovanav kladném sméru;

f) Jc (3224 2)/((z—1)(22+9)) dz, kde C je kruznice |z| = 4 orientovanav kladném
smeru;

0) fc 1/z(z+ 1)(z— 2)dz, kde C je kruznice |z — 3| = 2 orientovana v kladném
sméru.

6. Vypocitejteintegral z funkce f po jednotkovékladnéorientovanékruznici C se stredem
v 0 jestlize

a) f(z) = z7%7% b) f(z) = zeY%
7. Pomoaci rezidui komplexnich funkci vypocitejte nasledujici integraly z redlnych funkci.
a) [%0, X%/ ((x2 4 9)(x? + 4)) dx; b) [0, 1/(x? + 1) dx;
0) [%0,1/(x2 + 2x + 2)) dx; d) /22 X/((x2 + 1) (X2 + 2x + 2)) dx;
e) [0 x2/(x? + 1) dx.
Vysledky

2.a)anonaC, b) nenaC, anonaC \ {0}, ¢) ano naC, d) ne nikde, €) ne naC, ano na
C\ {1+i}. 4. @) cos(z), b) —sin(2), c) €. 5. a) 10zi, b) 0, ¢) xi/32, d) xi, €) —4r,
f) 6zi.6.a) —2zi,b) zi. 7.a) #/100,b) =, ¢) =, d) —x /5, €) 7 /2.



7. ObyCginédiferencialni rovnice

Ve v&t8iné nasledujicich prikladl a cviceni jsou y a z funkce jedné redlné proménné
oznatovangé jako X.

Priklady
1. Ovéite, Ze funkce y(x) = Xx+/1 — x2 je feSenim diferencialni rovnice

_x—2x3
y

/

naintervalu (0, 1).

ReZeni: Nejdfives spotiteimey’, tedy v/ = (x 1- xz)/ = (1 — 2x?)/+/1 = x2. Nyni
dosadme do pravé strany diferenciani rovnice funkci y:

x—23 x—-2x3 1-2x*

y _x«/l—xzzx/l—xzzy

2. V diferencialni rovnici

, y?

Y = =%

provedte transformaci y(x) = z(x) - x.

ReZeni: Nejprve si z transformace vypotteme y'. Dostavame y' = Z'x + z (nezapo-
mehme, Ze z je funkci proménné x). Transformaci i vypocitanou derivaci y’ dosadme do

diferencialni rovnice
72
’X4+z2=—
z—1

3. Metodou separace proménnych vyreste diferencialni rovnici

1, 1
xJ X241

ReZeni: Za predpokladu x = 0 upravime rovnici natvar

X
X241

/

y

Nyni jiz rovnice ma,,separované" proménné. Nékdy se takové rovnice zapisuji ve tvaru

dy X X

O~ xZp1 anebo dy= 5o

214
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Nyni ,,zintegrujeme" obé strany (presngji feCeno aplikujeme vétu o diferencialnich rovni-
cich se separovanymi proménnymi tj. rovnicich ve tvaru y'F(y) = G(x)). Dostavame

X 1 2
y:/x2+ldx+C:—In(x +1)+C.

V/%echna fedeni nadi rovnicelze naR \ {0} zapsat vetvaru y = % In(x2 + 1) + C, kde
C € Rjelibovolnécido.

4. Najdéte vsechna feSeni diferenciélni rovnice

, y?

T oxy —x2’

y

ReZeni: D&lime-li &itatelei jmenovatele x, dostaneme rovnici ve tvaru
S _?
(y/x)—1

Tedy nade rovnice je homogenni ajevi se jako vyhodné pouZit transformaci y = zx, tedy
y' = Z'x + z, cozji prevadi natvar

Ix+z= 2—2
T z-1

Je vidét, ze jde o rovnici se separovatelnymi proménnymi, tedy po jejich separaci (a
predpokladu z, x # 0) dostaneme

Zintegrujeme-li posledni rovnici obdrzime z — In|z| = In|x| 4+ InC, kde C je kladna
konstanta. Toto |ze pfepsat naln € In|z| = In|x| + InC. Odtud tedy €* = C|xz| = kxy,
kde k € R. Nyni provedme inverzni transformaci k t&, co jsme provedli na zacatku
(z = y/x). Celkové feSenim jsou v&echny funkce y vyhovujici podmince

e//* = ky.

5. Urcete véechna feSeni diferencialni rovnice

y—7x+7
Y=o s
3X—-7y—-3

Reeni: U rovnic tohoto typu zabira substituce x = ¢ + xo, Y = 7 + Yo, kde (Xo, Yo) jsou
FeSeni nasledujict linearni soustavy

—7Xx+3y+7=0,
X—-7y—-—3=0.
Rovnici vyfeSime Cramerovym pravidiem k tomu potfebujeme nasledujici determinanty

-7 3
37

-7 3

D:‘ 3-7

‘:40, sz‘

o5

-3-3
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Odtud Xo = Dyx/D = 1 ayp = Dy/D = 0, naSe transformace ma tedy tvar x =
¢+ 1, y = 5, kter&prevadi naSi rovnici natvar

n
32 -7
dp  3n—-7 ¢

d¢ _35—777_3_7g

Coz uz je homogenni rovnice atransformace z = /¢ ji prevadi na

: dz 7= 3z—-7
d¢ 3-7z
Po Upraveé dospgeme k rovnici
7z-3 d¢
(G R

Pointegraci této rovnicedostavame (z—1)%(z4+1)%¢7 = C # 0, podosazeni z = y/(x—1)
anezbytnych Upravach zjistime, ze

(Y=X4+D?(y+x—-1°=K, KeR\/{0.

6. UrCete FeSeni Cauchyho Ulohy pro linearni diferencialni rovnici
2
/
Zv=0
y + Xy )
vyhowujici pocatetni podmince y(1) = 2.
ReZeni: Separovanim proménnych dostavame rovnici

d
& _ —gdx.
X

y

Integraci této linearni rovnice ziskame obecnéfedeni y = C/x?, kdeC € R ax € R\ {0}.
Nyni pouzijeme pocatecni podminku pro stanoveni konstanty C: y(1) = C/(1)?2 = 2.
Odtud C = 2. ReSenim tedy je funkcey = 2/x2, prox € R\ {0}.

7. Najdéte viechna FeSeni nasledujici nehomogenni linearni diferencialni rovnice

1
"+ =y =3x.
Y+Xy X

ReZeni: Nejprve vyfegime odpovidajici homogenizovanou rovnici
1
/
—y=0.
y + xy

Metodou separace proménnych | ze dospét k vysedku
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kdeC e R ax # 0. Nyni k feSeni homogenizovanérovnice priétemejedno feSeni plivodni
rovnice (fikame mu partikularni ¥feSeni) a ziskame tak obecné FeSeni naSi rovnice. Toto
feSeni bud uhodneme (podle tvaru rovnice by to mohl byt polynom a jeho stupen nebude
vy&Si nez dva) a nebo pouzijeme metodu ,,variace konstant".

Pouzijme metodu variace konstant. Povazujmenyni C zafunkci x (zopakujme, Ze tedy
mame y = C(x)/x). Dosazenim do nasi rovnice dostaneme:

1 1 1
—ﬁC(x) + ;C’(x) + ﬁC(x) = 3X

odtud
C/(x) = 3x>.

Dostavame, ze C(x) = x3 (to neni jediné feSeni, dal§i je napfiklad C(x) = x2 + 2. Nam
staci jen jedno.). NaSe partikularni feSeni tedy je yp = (x3)/x = X2.
Prictenim yp k yn dostaneme celkové feSeni nasi diferencialni rovnice
2 1
Y=YH+Yp=X +;C,
kdeC e Rax #0.
8. Rete linearni diferencialni soustavu

X=3x—-2y

kde y, x jsou funkce proménné t. Wieste tuto soustavu také s pocatecni podminkou
x(0)=0ay(0) =1

ReZeni: Nejprve budeme hledat FeZeni homogenizovaného systému, tedy soustavy

X=3x—-2y
y=2Xx-Y.
Najdéme vlastni ¢isla avlastni vektory matice této soustavy

3-2
A= (2 _1) |
Bohuzel tato matice mé jednu dvojnéasobnou vlastni hodnotu 4 = 1, k ni pfislusny vlastni

vektor je
U 1
=11)

Najdémetedy vektor v (nékdy mufikame,,zobecnény vlastni vektor*), ktery seoperatorem
A — AE zobrazi navlastni vektor u. ReSime tedy linearni soustavu(A — AE)v = u, odtud

dostaneme, ze .
— (2
v (1)

Obecné feSeni homogenizovaného systému tedy je

X\ _ it it _ o (1) & 341\
(V)H =cuet + (v +tu) e _Cl(l) e +C2(1+1t €.
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Nyni musime uréit partikularni feSeni nasi ptivodni soustavy. Zamyslime-li se nad tim,
vidime, Ze x a'y by mohly byt konstantni funkce napfiklad x = Aay = B, potom stali
doresit soustavu

0=3A-2B
0=2A-B+ 1
ReZeni je A = —2 aB = —3. Pritteme-li toto partikularni Fegeni k obecnému Fegeni

homogenizovaného systému, dostaneme obecné feSeni nasi soustavy.

x\ (1 S+t) ¢, (-2
(y)_Cl(l)e+C2(l+lt € + _3)-
Pro stanoveni konstant ¢z, ¢, pouzijeme pocatecni podminku, FeSime soustavu

x(0)=c®+c3+1-00°-2=0
yO) =1 +c(1+1-006°—3=1

Dostavamec; = 8 acy, = —4. Regeni rovnice s poéateéni podminkou je
XY oD\ (53+1) 4, (-2
(y) _8(1) ¢ 4(1+1t) ¢+(73).
9. Wreste nasledujici linearni diferencialni rovnici
y// + y — 0
ReZeni: Teorie nam radi provést substituci y' = z a priklad dopogitavat jako soustavu
rovnic prvniho fadu, to my udélame, ale pfeskocime Uvodni kroky a prejdeme rovnou

k charakteristickému polynomu mati ce tohoto systému. Tento polynom se napadnépodoba
(aneni to ndhoda) nadi plivodni rovnici, tedy

241=0.
Tento polynom ma bohuzel pouze komplexni kofeny 112 = =i. ReZenim samozfejmé
jsou linearni kombinace funkci f1 = €* a f, = €7'%, pokud bychom cht&li zapsat feSeni
pomoci redlnych funkci neni nic jednodusSiho, nez v prostoru fedeni (linearni obal funkci
f1, f2) zvolitjina(redlnd) nezavid areseni tFeba%(fg—i f1) = sinxa%(fz—}—i f1) = cosx.
ReZenim tedy je

y=c18Snx +cpcosx ekvivaentné y e [sinx, cosx].

Obdobné FeSime soustavy rovnic, pokud nam vychazeji komplexni viastni Cisla

Cviceni
1. Rozhodnéte, které z néasledujicich funkci jsou FeSenim direfenciélni rovnice
X(x = 1)y +2xy = 1.

a) y = coSX; by=¢€;
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0 y=x—Inx)/(x -1 d)y = x2

2. Rozhodnéte, které z nasledujicich funkci jsou FeSenim diferencialni rovnice

yy/// _ y/y// —0.
ay= €, b) y = x?;
0y=X; d)y =sinx;
€) Y = COSX; fly=0.

3. Najdé&te diferenciélni rovnici Fadu k tak, aby feSenim
a) bylafunkcey = x? ak = 1;
b) byly vSechny funkcetvaruy = x — ¢/x, kdec e Rak = 1,
¢) byly v&echny funkcetvaruy = c1x + cp, kdecy, co e Rak = 2;
d) byly vechny funkcetvaruy = c1x + c2 €%, kdecy, c; e Rak = 2;
e) byly v&echny funkcey = ce*/*, kdec e Rak = 1.

4.V diferencialni rovnici xy’ = y provédte trasnformaci

a) z= yx% bz=¢€;
0=y, d)yz=.y;
ez =y+1 f) z = xy.

5. Najdéte alespon jedno FeSeni nadledujicich diferencialnich rovnic
Ay +y=0; b)y +y=snx.
oy +y=1 dy+y=2x+2;
e Y + Y= Xxcosx; Ny +y=e¥*

Oy +y=¢€+eX+1

6. VyfeSte nadedujici diferencialni rovnice (vhodnou metodou se jevi metoda separace
promeénnych)

ay =3y; b)ylny —xy =0, y(1) =1
c) ytanx +y = 0; dyd+x5)=1+y% y0) =1
€) ycosx — y'sinx = 0; fly =2/yInx, y(e) =1
7. Vlyteste nasledujici homogenni rovnice
Q) 2x%y' = x* + y% b) y'xy = x* + y*
)Xy =y +Vy2+xZ d)y'x =y+xe’;
QYY1-x)=x1-y?), y@Q =2 Hy(y—x) =x+y;
9) xy’ = yIn(x/y); h) xy’ = x 4 2y;
)X+ yy =2y; ) A+ yhHy = x3y.

8. Vyfeste diferencialni rovnice
A2y+3X—1+@y+6x—5Y =0; b)y+2=02x+y—4y;
C) xy” + 2y’ + 4xy = 0;
d) 2yy’ — y?/x = x (premy3eite o substituci y(x) = /z(X)).

9. Najdéte vSechnafeSeni nasledujicich linearnich diferencialnich rovnice
a) y + 2xy = 4x; b) xy' + 2y =0;
¢) Y (x cosy + sin(2y)) = 1; d) Y + yv/x = 3x%;

€) y’—2xy:2xex2; fly +y/x=3x;



0) 3y?y = & h) y' cosy = 1;

i)y 4 y/tanx = sinx; DYy +xy=xy;

Ky -y=1 Ny =(y+1Dsinx;

m) (cosx)y’ + (sinx)y = 1; n) 4y’ + 4y + 1y =0, kde 1 € (0, 1).

10. Reite nasledujici soustavy linearnich diferencialnich rovnic

a X=5x+2y+ € b) X = 7x + 6y — cost
y= x—6y+ *; y = 2X + 6y — sint;

O X= X+4VY d) X = —x+ 5y
y=-5x-Y; y=-X+ y+8t;

€) X = b5x — 10y — 20z X=x—-y+ z
y =5x+ 5y+ 10z y=X+y-— z
z=2Xx+ 4y+ 9z z= —-y+2z

g) X = y hyXx= 3x+ y—z
y=X+4+3y—-4z y=-X+2y+z
Z=X+4+2y— z Z= X+ y+z

11. Relte nasledujici linearni diferencialni rovnice vy&sich radl

ay’ —9y=0; by’ +2y +y=0;

C) y/// _ y/ — 0, d) y//// _ 5y// + 4y — O,

e) y/// _ y// — O, f) y//// _ y/// + y// — O,
gy —7y +10y =0; h)y’ — 7y + 10y = 40;

)y’ — 7y + 10y = 6€&; j)3y” — 4y’ =3¢é";
K)y"—9y =0; DYy"+2y+y=0;
my’+y =0 ny” —13y" + 12y’ = 0;
0) y/// _ 2y// — 0’ p) y/// _ 3y// + 3y/ _ y — O

Vysledky

1. a) ne, b) ne, c) ano, d) ne. 2. a) ano, b) ne, ¢) ano, d) ano, €) ano, f) ano. 3. a) y' = 2y/x,
b)2x —y—xy' =00y =0,d)y—x(y —y) -y =06 y—(x/Iny)e" =0.
4.8) x3(Z —2xy) = z/x,b) Zx—zInz = 0,¢) 2xZ = z,d) 2xZ = z,€) 2xZ — 2% = —1,
f)zZ =2z/x.5.a)y =ke™*,b)y = %(sinx—cosx),c)y =1+ke™,d)y =2x—ke™*,
6y =1(x—1snx+ixcosx,fly=3e¥* 0 y=e+xe*+16.a)y=3+c,
b))y =1,¢) y = kcosx, k € R\ {0}, d) y = tan(arctanx + n/4), €) y = csinx,
fly=x(Inx-=1)+1%7.a)y= x+x/(% In|x]+c);c) y = xsin(In|cx]) ¢ € R\ {0},
d)y=—xInc=In|x|),e) y? = x4, f)x2+2xy —y?>=c,h) y =cx? —x c € R\ {0},
i) (y/x—1) /% = x,j) ye¥*/¥ = cx2.8.8) 4 (y—x) — 3 — 21|20y +30x— 22| = c,
b)y=1/x—35+cv/x—3-29.ay=ceX*+2,b)y=c/x,c)ces —2(1+
sny) =x,d)y = ce X8 13/x3-9/2, 6y = (x2+0) e, f) y = k/x + X2.
10.a)x = e e+ Led+ 2 y=ae+ne + Hé + L,
C)X =C12C0s2t+Crsin2t,y = c1(— cos2t —2sin2t) +cp(2cos2t —sin2t). 11.n) y =
C1+C26 +C3€12%,0) y = C1+CoX+C3 8V 4 cae VX p) y = ¢; € 4 Cox €° 4 Cax2 eX.
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comp... 54
CR(A)... 147
CubeR"... 83
Dpf(x)... 24

detg A... 136
degw,deg p... 117,62

Difc... 146
Dif"... 52
divF... 143
discontg f... 91
dx;... 118
EV... 48

Fix f... 38
grad f (x)... 31
1k... 123
la(t)... 165
Imz... 145
Inj(X)... 78
Inta... 84
Iso(X,Y)... 39
Ji (X)... 30
JMess. .. 95
ZL(XY)... 17
ZLym("X;Y)... 60
linA... 29

Lipak... 37
LX(X)... 109
L& m(X). .. 109
Lp f... 84
Locminf... 69
AK(X)... 112

MfK(RM). .. 129
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MfK(RM)... 135
NS... 9

orMfk. .. 137
orX... 136
R.(X,Y)... 62
Pn(X,Y)... 63
Na A... 74
Null... 87
Rez... 145
res f... 157
rotF... 143
Sk... 137
Ssgno ... 113
sh... 156

S0l (a,1) (). .. 162
SOl (#)tg,xo- - - 163

spanA... 29
supp f... 140
Sym... 59
TxM... 131
tsa f... 155
Up f... 84
vol A... 83
QK(A)... 117
Qaf... 86
wy f... 89



