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Zadano: 25. 4. 2014, odevzdat do: 16. 5. 2014.

1. Pomoci Taylorova (resp. Maclurinova) polynomu vypo¢téte pfibliznou hod-
notu Eulerova ¢isla e tak, aby se shodovala s jeho skutetnou hodnotou
(2,71828...) alespon ve t¥ech desetinnych mistech. Jaky stupen polynomu
je k tomu tieba? (Tip: funkce f(x) = €%, stied v 0.)

Nejprve potiebujeme najit Maclaurinuv polynom funkce e®. Derivace této
funkce jsou vSechny stejné a ve stiedu 0 maji tedy vsechny shodnou hod-

notu 1.
V polynomu se tak projevi pouze koeficienty a bude mit podobu:

11 1 1,
Tn)o(x):1+ﬁx+§x2+gx3+...+ax

My chceme nalézt hodnotu ¢isla e, tedy hodnotu funkce e* v bodé 1
(e!). Dosazujme proto do riznych stupitt Maclaurinova polynomu za x

jednicku.
Too(l) =1
1
T1,0(1)=1+31=2
1 1,
T2,0(1)=1+ﬁ1+51 =25
Tso(l) =1 11 112 113;266667
5,0(1) = Tttt gl gl =2

— 1 1 2 1 3 1 4 -
Tio(1) =14 1+ ;1% 4 517 + ;11 = 2,70833
_ 1 1 2 1 3 1 4 1 5

_ 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 -
Too(1) = 1+ g1+ 517 4 1% 4+ 1+ 517 + 10 = 2, 71805

Pozadovana hodnota je tedy 2,7181 a stupei 6.

2. Naleznéte redlna ¢isla a a b takova, aby jejich soucet byl 2 a jejich soucin
byl co nejveétsi.

Podle zadéni plati a + b = 2. Mdme nalézt extrém funkce s(a,b) = a - b.
My ale umime nalézt pouze extrémy funkci jedné proménné. Vyjadieme
proto a = 2 — b a dosadme do funkce s. Dostaneme:

s(b) = (2—b) - b.

Tak jsme ziskali funkci jedné proménné a muzeme se pustit do hleddni
extrému. Zderivujme:

s'(b) = ((2 = b)b)' = (2b—b?) =2 — 2b.



Prvni derivace funkce s bude tedy nulovd v bodé b = 1 (feseni rovnice
2-2b=0).

Ovéfme, ze se jednd o pozadované maximum — vypocitejme druhou deri-
vaci funkce s v bodé 1 (bod podeziely z extrému).

(1) = (2 = 2b)'|p—y = —2

Druh4 derivace je (nejen) v bodé 1 zdpornd a proto se opravdu jednd o
maximum.
Dopocitejme jesté a = 2 — 1 = 1. Hledané hodnoty jsou tedy a = b = 1.

3. Vysetiete prubéh nasledujicich funkef:

(a) f(z) =(z+1)*(z—3)?
e Defini¢ni obor je celé R.
e Limity v ,krajnich® bodech definicniho oboru tedy splyvaji s
limitami v nevlastnich bodech.

lim (2 + 1)?(z —3)% = (00 +1)? - (00 + 3)* = 0

lim (z+1)%(z —3)? = (oo + 1)? - (—00 + 3)? =

e Prusecik s osou y: dosadime za 2 0 a dostaneme f(0) = (0 4+
1)2(0 — 3)? = 9. Osu y tedy graf f protind v bodé P, = [0,9].
Priisecik s osou x: feSme rovnici 0 = (x + 1)%(z — 3)%. Protoze
soutin je nulovy préavé tehdy kdyz se alespon jeden z Cinitlet

rovnd nule dostdvame fesen{ 1 = —1 a x2 = 3 (z rovnic z+1 = 0,
resp. z—3 = 0). Osu z tedy graf f protind v bodech P, 1 = [—1, 0]
a Pm72 = [3, 0]

o f(—x) = (—z + 1)?(—x — 3), coz se (celkem ocividné) nerovna
ani f(z) ani —f(z) = —(z+1)?(z + 3)2. TakZze funkce f nenf ani
sudd ani licha.

o fl(x)=((z+1)*(z—3)%) =2(x+1)(x—3)*+ (¢ +1)*-2(z—3)

— Naleznéme kritické body (neboli staciondrni body neboli body
podeztelé z extrému), tj. vyFesme rovnici f’'(z) = 0.

20+ 1)(z =3+ (z+1)*-2(z—-3) = 0
2@+ 1D)(z—=3)(z—3+z+1) = 0
20+ 1)(xz—-3)2z-2) = 0
dfz+1D)(z-3)(xz—-1) = 0
Takze feseni rovnice (a kritické body) jsou z; = —1, 3 =1

ar3=3.
— Nyni fesme, kdy je prvn{ derivace kladnd (a kdy zdpornd).
Stejnymi upravami jako v predchozim bodé dostaneme:

4(z+1)(z—-3)(z—-1) >0.

Resme tuto nerovnici tabulkou:



(_007_1) (_171) (173) (3300)
(x+1) - + + +
(x-3) - - - +
(x-1) - - + +
> - + - +
N\ / N\ /

Sipky pod tabulkou uz naznacuji monoténnost — kde je de-
rivace kladnd, tam funkce roste () a kde je zdporna tam
klesd (\,). Funkce f tedy roste na intervalech (—1,1) a (3, c0)
a klesd na intervalech (—oo, —1) a (1, 3).

— Z tabulky muzeme také vy¢ist, které z kritickych bodu jsou
nebo nejsou extrémy. V bodé -1 se f méni z klesajici na ros-
touci, nabyva zde tedy lokdlniho minima. Dohromady dos-
tavame:
lok. minimum v bodé z; = —1 s hodnotou f(—1) =0,
lok. maximum v bodé z3 = 1 s hodnotou f(1) = 16,
lok. minimum v bodé x5 = 3 s hodnotou f(3) = 0.

o [(@) =A@ =B+ 1)+ @+ Dz - 1)+ @ - (e - 3)

— Resme nerovnici f”(x) > 0:

4(z=-3)(z+)+@+D)z-1)+(x-1)(xz—3)) >0
22 =20 —3422—1+2>—42+3>0
322 —6x—1>0

Pomoci diskriminantu nalezneme koteny kvadratického po-

lynomu z posledni nerovnice. Jsou jimi: z;1 =1 —2/3-1/3 a
ry =1+ 2/3- /3. Nerovnici lze tedy upravit takto:

<x—1—§\/§> <x—1+§\/§) > 0.

Resme ji opét tabulkou.

(=00,71) | (w1,72) | (w2,00)
(x —x1) - + +
(z —x3) - - +
> + - +

Obloucky pod tabulkou naznacuji konvexnost (~—) a konkdvnost
(—~). Funkce f je tedy konvexni na intervalech (—oo,1—2/3-
V3) a (1+2/3-+/3,00) a konkévni na intervalu (1 — 2/3 -
V3,1+2/3-/3).

— Protoze se v bodech 1 —2/3- V3al+ 2/3- /3 funkce méni
z konvexni na konkdvni nebo naopak, muzeme fict, ze tyto
body jsou inflexni. f(1—2/3-v/3) = f(1+2/3-/3) =64/9



e Asymptoty bez smérnice nejsou.

(z+1)*(x —3)°

ki=Ilm —————% =0
xr—0o0 €T
1)%(x — 3)2
by = lim EHD@E=3)T
Tr—00 €T

Smeérnice vysly nekonecné, takze ani asymptoty se smérnicemi
graf této funkce nem4.

(b) f(z) =2® — 1222 + 362
e Defini¢ni obor je celé R.
e Limity v ,krajnich“ bodech defini¢niho oboru opét splyvaji s li-
mitami v nevlastnich bodech.

lim 2% — 1222 4 36z = lim z(z —6)? = 0o - (00 — 6)? = o0

lim 23 —122° 4362 = lim z(x—6)* = —00-(—00—6)% = —c0

e Prusecik s osou y: f(0) =0, P, =[0,0].
Pruseciky s osou x:
23 — 1222 + 36z =0
z(z —6)2=0
Resenim rovnice je z; = 0 azg = 6. P,1=1[0,0] a P, =16,0]
o f(—z) = —23—1222—36x, coz se nerovna ani f(x), ani —f(z) =
—23 4 1222 — 36z, takze f neni ani sud4, ani lich4.
o f'(x) =32% — 242 + 36
— Resme rovnici f/(x) = 0:
322 — 247 +36 =0
2? —8x+12=0
(x—6)(x—2)=0

Kritické body jsou tedy z; =2 a x2 = 6.



— Resme nynf nerovnici f’(x) > 0 neboli (z — 6)(x — 2) > 0.

(_0072) (256) (6500)
(x —2) - + +
(x —6) - - +
> + - +
/ N\ /

— V bodé z = 2 ma tedy f lok. maximum s hodnotou f(2) = 32
a v bodé x = 6 ma f lok. minimum s hodnotou f(6) = 0.
o f(x)=06x—24
— Resme nerovnici f”(x) > 0:

6z —24>0

6z > 24

x> 4.
Na intervalu (4, 00) je tedy f konvexni a na intervalu (—oo, 4)
je konkéavni.

— Bod z = 4 je inflexni s hodnotou f(4) = 16.
e Asymptoty bez smérnice nejsou.

3 — 1222 + 36z

lim = lim 2% — 122+ 36 = lim (2 —6)? = 00
r—0o0 €T r—0o0 r—0o0
3 1222 436
im LRI 2 120436 = lim (2—6)% = oo
r——00 €T r——00 r——00

Takze ani asypmtoty se smérnici nejsou.

08 0 08 16 24 32 4 48 56 6.4 72 €

8

(c) flz) = Ltatd

e Jmenovatel musi byt nenulovy, takze musi platit x+1 # 0 neboli
x # —1, defini¢nf obor je tedy R\ {—1}.




Vypoctéme jednostranné limity v bodé —1.

. 2 —4r+4
Iim ——M = im =
r——1+ rz+1 z——1+ T+ 1
24 4
lim rofrr A 9 lim = —00
r——1" I+1 r——1- I—l—l
Vypoctéme limity v nevlastnich bodech.
oz —dr+4
lim —— =
z—00 r+1
. 2 —4r+4 . (x —2)2
im ———= lim — =-
z——00 r+1 z——1- x+1

Prusecik s osou y: f(0) = —4, P, = [0, —4].
Pruseciky s osou z:

x2—4x—|—470
z+1 -
(z—2)2=0

Resenfm je = = 2 a prusecik je tedy jediny P, = [2,0].
Defini¢éni obor neni , symsetricky“ a proto f nemuze byt ani sudé,
ani licha. ,
f/(I) _ (2174)(%2;13_;)(5 74I+4)

— Resme opét rovnici f/(x) = 0.

(2z —4)(z +1) — (2% — 4z +4)
(z+1)

20z —2)(z+1)— (z—2)2=0

(2z4+2-2+2)=0

(x+4)=0

=0

(z —2)
(z—2)

Kritické body tedy jsou x1 = —4 a x2 = 2.
— Resme nynf nerovnici f(z) > 0 neboli

(x —2)(x+4)

@rz

Tady se jmenovatele jen tak zbavti nemuzeme — mohl by
zasahnout do znaménka. V nasem ptipadé to ale presto neudéla,
protoze je vzdy kladny (diky sudé mocning). Ale také je
tfeba nezapomenou, ze jak f tak f’ nejsou definovdny v bodé
x = —1, coz je vhodné zohlednit i v tabulce.



(_007_4) (_45'1) (_152) (2,00)
(x —2) - - - +
(x +4) - + + +
> + - - +
/ N\ N /
Nutno podotknout, ze kvuli ,problému®“ v bodé z = —1

funkce f klesd na intervalech (-4,-1) a (-1,2), ale nikoli na
intervalu (-4,2)!

— V bodé z = —4 mé f lok. maximum s hodnotou f(—4) =
—12.
V bodé 2 = 2 ma f lok. minimum s hodnotou f(2) = 0.

. f”(:c) _ ((w—4)+(w—2))(m-|gi)jl—)iw—4)(m—2)-2(;3—1)

— Resme nerovnici f”(z) > 0.

(z+D)+(@-2)(z+1)?—(z+4)(z—-2)-2(x+1)
(x 4+ 1)*
2z +2)(z+1)—2(x+4)(x—2)
(x+1)3
(z+1D)(z+1)— (z+4)(z—2)
(x+1)3

>0

>0

>0

>0

9
(@+1)°

Citatel je kladny vzdy, jmenovatel bude kladny pro z+1 > 0,
tedy pro x > —1. Na intervalu (—1,00) tak bude funkce
konvexni, zatimco na intervalu (—oo, —1) konkdvni.

— Funkce f nem4 inflexni bod, protoze v bodé x = —1, kde
se méni z konvexni na konkdvni nen{ definovand (a ani jeji
druhd derivace).

e Asymptotu bez smérnice mé f v bodé x = —1, a to oboustran-
nou (do kladného i zdporného nekonecna).

x274z+4 2
o Taqr . @t —dr 4
il R N N
x274z+4 2
- T o —dr+4
kz—wll)IEloo T _mErEloo 2 4+ =1
2
—4 4 ) 4
¢ = lim e T —1-2= lim 7x+ = -5
T—00 x+1 z—oo 1+ 1
. 22 —dx+4 . —br+4
¢g= lim — —1-z= lim — =—
T——00 x+1 z——o00 x4+ 1

Asymptota se smérnici je tedy jedind (a opét obousmérnd) —
y=z—05b.



T 3
(@) fa) = &
e Definién{ obor je R\ {1}.
e Jednostranné limity pocitame v bodé z = 1.

3
im (z+1) =8 lim ;:oo
z—1+ (z —1)2 z—1+ (z — 1)2
. (z+1)3 . 1
1 —=— =81 — =
- (@ — 12 Cemi- (x—1)2
e [ v tomto pfipadé spoctéme limity v nevlastnich bodech.
lim (a: +1)°
xr—00 ((E — 1)2
(x+1)3 B

eoeo (z —1)2
e Prusecik s y: f(0) = -1, P, = [0, —1].
Pruseciky s z:

(x+1)3 B
w—1p "
(x+1)2=0

Resenfm je x = —1, P, = [—1,0].
e Defini¢ni obor neni ,symetricky“ — f neni ani sud4, ani licha.
f’(:E) _ 3(z+1)%(x—1)2—(x2+1)3-2(z—1)

@13

— Resme rovnici f/(z) = 0.

3+ 14z —-1)2—(z+1)3-2(x—1)

(w—1)3 =0
(x+n%mx—n—2@+1»20
(z—1)°

(z+1)*x—-5)=0



Kritické body jsou tedy x1 = —1 a 22 = 5.
— Resme nynf nerovnici f/(z) > 0 neboli

(z+1)*(z—5)

CES S

Clen (x +1)? je kladny vzdy, do tabulky tedy vstoupi pouze
r—5ax—1 (resp. (v —1)3).

(—o0,1) | (1,5) | (5,00)
-5 - - +
z—1 - + +
D) + - +
/ N /

— V bodé 2 =5 m4 f lok. minimum s hodnotou f(5) = 27/2.
V bodé x = 1 extrém neni, protoze tam neni definovana ani
funkce f ani f’.
V (kritickém) bodé z = —1 neni extrém protoze se tam
nemeén{ znaménko f’ (f se neméni z rostouci na klesajici).
o f(z)= 2(z+1)(@=5)+(z+1)*) (@=1)°— (z+1)* (z—5)

@=1)°

— ResSme nerovnici f” > 0.

(2(z4+1)(z—5)+(z+1)%)(z—1)2—(z+1)?(z—5)-3(x—1)2
(z—1)8
z+1)((2(z—5)+(xz+1))(z—1)—3(x+1)(x—5))
( (2( ( (11)1()4 (z+1)( >0

24(x+1
(1(71)4) >0

>0

Jmenovatel a 24 jsou vzdy kladné, takze musi platit (x41) >
0. Funkce f je tedy konvexni na intervalech (—1,1) a (1, c0)
(v bodé z = 1 nen{ definovand ani f, ani f”) a konkdvni na
intervalu (—oo, —1).
— Bod z = —1 je inflexni s hodnotou f(—1) = 0.
e Asymptota bez smérnice je jeding (a jednostrannd, pro +o00), a
tox=1.

(z+1)3 3
by = Bim G gy EFDT
T—oo X z—oo z(x — 1)2
(z+1)3 3
. (@12 . (x+1)
ko= 1 =1 - =1
2 1_1)11100 T m—l}zloo x(:z: — 1)2
_ oy (x+1)3_x7 i 5x2—|—2x—|—175
ql o Tr— 00 ({L‘ — 1)2 B xr— 00 ({L‘ — 1)2 o
. (x+1)3 . 5x2 4+ 2+ 1
% CE‘EIEIOO (x —1)2 r inElOO (x —1)2



Asymptota se smérnici je taky jedind (ale obousmérnd), a to
Yy =2x+9.

e V grafu si povSimnéte, ze na okoli inflexniho bodu je funkce
,skoro vodorovna“To diky skute¢nosti, ze inflexni bod je zdroven
bodem kritickym (1. derivace v ném je nulova).

|
|

|

|

|

|

|
a
|

|

|
i 1
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

22

(e) flx)=e™
e Defini¢ni obor je celé R.
e Takze limity v krajnich bodech opét splyvaji s témi v bodech
nevlastnich. ,
lim e™ =e =0

r—00

2
lim e =e > =0
e Prusecik s y: f(0) =1, P, =[0,1].

" = 0 nemad TeSeni, takze graf f osu x

Pruseciky s x: rovnice e~
neprotind.
o fl—a)= e = e
o f(z) =2z
— Resme rovnici f/(x) = 0. Cinitel e~ * je ale nenulovy, takze
jedinym fesenim (a kritickym bodem) je z = 0.

2

= f(x), funkce f je suds.

x

— Cinitel e~ je dokonce potad kladny, takze feSeni nerovnice
f'(x) > 0 se zizi na nerovnici —2z > 0, kterd md Feseni
x < 0. Funkce f tedy roste na intervalu (—oo,0) a klesd na
(0, 00).
— Kriticky bod z = 0 je tedy i lok. maximem s hod. f(0) = 1.
o f(x)= —2¢=7" 4 (—23:)2679”2

10



— Resme nerovnici f”(z) > 0.

46_“”2(:62 - %)
1o — D)o+ )

Cinitel 4e—" je kladny vzdy, takze do tabulky vstoupi jen
(x =) a (a+ ).

(—o0,—¥2) | (=¥2,¥2) | (2, 0)

) - -
) - +

(-
(+

2

ENS

|+
Cl+||+ |+

~

— Body z1 = —v/2/2 a x5 = v/2/2 jsou tedy inflexni s hodnotou
F(=V2/2) = f(V2/2) = 712

e Asymptoty bez smérnice nejsou.

712

A P
xr— 00 €T 0
2
. 0
ko= lim = — —0
T——00 X — 00

[43

A protoze smérnice vysla (v obou piipadech) nulovd jsou , kvécka
stejné limity jaké jsme uz pocitali v nevlastnich bodech. Asymp-
tota je tedy jedind (obousmeérnd), a to y = 0.

() f(z) =v8x2 —a?

11



e Vyraz pod odmocninou musi byt nezéporny. Resme proto nerov-
nici:
8x2 —z* >0
z2(8 —2%) >0
22(2vV2 —2)(2V242) >0
Cinitel 22 bude nezéporny vzdy. Do tabulky ndm tedy vstoupi
jen 2/2 —x a2vV2 + 1.
2V2 —x + + -
22+ - + +
X - o -]
Defini¢nim oborem je tedy interval [—2+/2, 2v/2] (protoze se jedné
0 neostrou nerovnost).

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru nemaji smysl, protoze
v téchto bodech je funkce definovana a spojita, limity se proto
rovnaji funkénim hodnotam.

e Limity v nevlastnich bodech nemaji smysl, protoze defini¢ni obor
je ohraniceny.

e Prusecik s y: f(0) =0, P, =[0,0].

Pruseciky s x:

V8r2 —axt =0
8z —z4 =0

22(2vV2 —2)(2V242) =0

Resenim jsou tedy z; = 0, 20 = —2 a z3 = 2. P,1 = [0,0],
Pz_g = [—2,0] a Pz.,3 = [2,0]

o f(—x) = /8(—2)2 + (—2)* = V822 — 2% = f(z) Funkce f je
tedy suda.

4.3
« @) = gpm

— Pii feseni rovnice f'(z) = 0 bychom si méli uvédomit, ze
vyraz neni definovédn v bodech z; = 0, 223 = £2 (nula ve
jmenovateli).

16z — 423 —0
20/822 — 1%

4 — 2
A
8x2 — 4
(2—2)(2+x)
1

2z

2z

8x2 —x

Kritické body jsou tedy x1,2 = 2. Nula nen{ kritickym bo-
dem, protoze f’ v ni nenf definovdna.

12



— Resme nerovnici /() > 0 neboli

2—-2)2+2x)
2z T ot > 0.
Jmenovatel je kladny vzdy, do tabulky tedy vstoupi jen x,
2—za2+ux.
(_2\/57 _2) ('270) (072) (27 2\/5)
x - - + +
2—x + + + -
2+ - + + +
> + - + -
/ N\ / \
— V bodech z = +2 mé f lok. maxima s hodnotami f(—2) =
f(2) = 4.

V bodé = 0 mé f lok. minimum s hodnotou f(0) = 0,
piestoze se nejedna o kriticky bod.
(16—1222)(vB2Z—27) — (162 — o) L6212’
i f//(x) == 1(8z2—29) 2y/Be” e

— Resme rovnici f”(x) > 0.

9 1 3)_16z—42®
(16 — 120)(VBaT =) — (162 — 4a%) zntery
4(8z2 — z4)

(16 — 1222%) (822 — z) — (162 — 423)? >0
4(8x2 — x4)3
532 —da? + 2t

(822 — x4)2

>0

Jmenovatel je vzdy kladny, stejné tak citatel (komplexni
koteny), jediny problém tak vyvstdvd v bodé x = 0, kde
vyraz neni definovan, v ostatnich bodech je kladny. Funkce
f je tedy konvexnf v intervalech (—2v/2,0) a (0,2+/2).
— Funkce f nema inflexni body.
e Asymptoty bez smérnice nejsou a asymptoty se smérnici nemaji
smysl, protoze defini¢nii obor f je ohraniceny.
e U grafu si povSimnéte ,zobacku“ v bodé z = 0. Ten je tam diky
tomu, Ze derivace f neni v tomto bidé definovana.

13



4. Predpokladejme, ze jste sikovny strycek. Vas synovec za vami piijde s na-
sledujicim tkolem: chtél by z obdélnikového kartonového archu o rozmérech
50 x 30 cm udélat krabici bez vika s co mozna nejvétsim objemem. Vasim
ikolem je tedy zjistit, jak moc je tfeba vyfiznout, aby vytvofend krabice
méla co nejmensi objem.
Krabice bude mit rozméry z (hloubka vyfezu, vyska krabice), 50 — 2z a

30 — 2z (viz nacrtek).  muze nabyvat hodnot z intervalu [0, 15]. Objem
krabice je

V(z) =z - (30 — 22)(50 — 2x) = 1500z — 16022 + 42>,

Nasim tikolem je nalézt (globdln{) maximum funkce V' v daném intervalu.
To urcité existuje, protoze se spojitd funkce (V' je spojitd) na uzavieném
intervalu nabyva svého maxima i minima. A to bud v lokalnim extrému
nebo v krajnich bodech intervalu. Krajni body muzeme rovnou vylouéit,
protoZe pro ty je objem nulovy (krabice by vlastné vibec nesla slozit).
Hledejme tedy lokdlni extrém — derivujme.

V'(x) = 1500 — 320z + 1222
Resme rovnici V() = 0 neboli
1500 — 320z + 122° = 0.
Tato rovnice mé dva kofeny x; 2 = 40/3 + 5/34/19. Ten s plusem nevy-
hovuje, protoze je mimo vytéeny interval (tolik ani nejde vystiihnout!).
x2 = 40/3 — 5/3v/19 = 6,07 uz v intervalu lezi. Ovéfme, Ze se jedna o
maximum — dosad me tento bod do druhé derivace.

V" (x9) = —320 + 24x|,, = —320 + 320 — 40v19 = —40v/19 < 0

Druhd derivace v bodé x2 je zdporna a xzs je proto opravdu maximum.
Je potieba vyfiznout ¢tverce o strané priblizné 6,07 cm.
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5. Na ploté, jehoz vyska je 1 metr sedi vrabec. Ve vzddlenosti 15 metra
od plotu roste strom, ktery ma vétev ve vysce 3 metry. Na zemi mezi plo-
tem a stromem jsou husté rozesety zizaly. V jaké vzdalenosti od plotu mé
vrabec sezobnout zizalu, aby proletél trasu plot-zizala-vétev po piimkéach
a po nejkratsi draze?

Ozna¢me pismenem z vzdélenost mista, kde vrabec sezobne zizalu, od
plotu. Vzdalenost tohot mista od stromu je pak 15 — x. Pismenem s
oznac¢me drahu, kterou vrabec uleti. Trajektorie jeho pohybu bude tvofit
pirepony dvou prathlych trojihelniku. Z Pythagorovy véty dostaneme:

s(x) = V12 + 22 + /3% + (15 — 2)2 = /1 + 22 + /234 — 30z + 22.

Hleddme globdlni extrém funkce s na intervalu [0,15]. Hledejme lokaln{
extrém — zderivujme

- 2z + —30 + 2z
2T+ a2 2234 — 307 + 22

a FeSme rovnici s'(z) = 0.

s'(x)

2x —30 4 2z
+ =0
2V/1+ 22 2v/234 — 30z + 22
T _ 15—z
V1422 V234 — 30x + 22
x? B (15 — )?
1+22 234 —30x + 22
23(234 — 30z + %) = (15— 2)*(1 +2?)
23422 — 3023 + 2* = 225 — 30z + 22622 — 302° + 2*
0 = 225—30x — 8z
Tato rovnice mé kofeny x1 = 15/4 a 9 = —15/2. Druhy kofen nevyhovuje

nasim podminkam — délka drahy nemuze byt zaporna. Ovéime, ze x1 je
minimum.

/ 7 _ _a°

§" 15 _ 1+z Vita? +

4 1+ 22

/934 — 7 _ __(z—15)°
234 30z +x 234—30x+x2

+ 234 — 30x + a2 o

1

o

=0,02>0

#]

Vrabec tedy sezobne zizalu ve vzdalensti 3,75 metru od plotu.

6. Predpokladejme, ze jste konstruktér firmy PEPSI a dostanete nasledujici
tkol: musite navrhnout vélcovou plechovku takovou, aby do ni veslo pfesné
2507 cm? tekutiny a piitom aby se na ni spotfebovalo co nejméné ma-
teridlu. Tedy aby méla co nejmensi povrch.
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Objem valcové plechovky je V = mr2v, kde r je jeji polomér a v vyska.
Povrch plechovky je S = 2mr? + 27rv. Vime, Ze objem mé byt piesné
2507. Ze vztahu pro objem tak muzeme vyjdadiit v (pfipadné i r, ale v je
jednodussi).

250r = mriv
250 = 1o
250

v = 7"_2

Dosazenim do S dostavame funkci jedné proménné.

5007
r

S(r) = 2mr? +

Chceme nalézt jeji globdln{ minimum na intervalu [0, 00) — zderivujme

500
S'(r) = 4mr — 3
a Fesme S’(r) = 0.
drr — 50(2)7T = 0
r
500
drr = 27T
r
= 125

Jedinym (redlnym) kofenem je 1 = 5. Ovéime, Ze se jednd o minimum.

1000
S"(5) = 4r + 76—37T|,o:5 =127 >0

Hledné rozmeéry jsou tedy r =5 cm a v = % =10 cm.
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