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19. Druhy rozklad linearni transformace

Umluva. Vdude P = C.

V prednasce o vlastnich vektorech jsme se seznamili s diagonalizovatelnymi transforma-
cemi. V bazi slozené z vlastnich vektorll v maji diagonani matici s vlastnimi €isly A; na
diagonale.

Obecna linearni transformace nemusi mit bazi sloZenou z vlastnich vektorll. Nicméng, jak
ukazeme, |ze zkonstruovat jinou vyznamnou bazi — Jordanovu. Matice linearni transformace
v Jordanové bazi je tzv. Jordanova matice. Opét ma na diagonale vlastni ¢isla, ale miize obsa-
hovat i nenulové prvky v fadé sousedici s diagonaou (vSechny ovsem rovny 1).

Vychodiskem pro nalezeni Jordanovy baze bude prvni rozklad, prislusny rozkladu charak-
teristického polynomu (nebo libovolného jiného anulujiciho polynomu) x ¢ na nesoudélné
soucinitele. Pfi P = C ovSem existuje rozklad na kofenové Cinitele

Xt = (X —EDK - (X — &), & #£& pro i # |,

aproi # j jsoupolynomy (x — &)k a(x — & i )i nesoud& né. Invariantni podprostory prvniho
rozkladu pak jsou

Ui = Ker(f — & id)%.

Na jednotlivych invariantnich podprostorech vznikaji restrikce f |y, : Uj — U;. OznaCime-li
g = f — & id, pak Ker gl = U;, atedy (g|y)% = 0.

Matedy smydl studovat transformace f : U — U takové, Zepronékterécisloé transformace
g = f — &id spliuje g¢ = 0. Vysledky pouzijeme proU = U; ag = flu, — & idy,,
i=1,...,S.
1. Cyklické podprostory

Definice. Transformaceg : U — U (resp. Ctvercovamatice B) se nazyvanilpotentni, jestlize
existuje celé islo k > 1 takové ze gk = 0 (resp. B = 0).

Cviteni. Transformaceg jenilpotentni pravétehdy, kdyzjejeji matice B (v libovolnébazi) nilpotentni.

Definice. Podprostor T € U senazyvacyklicky vzhledem k transformaci g : U — U, jestlize
mabazi e, e, .. ., e, takovou, zZe

ge) =€, g€)=e€, ..., dEr1)=¢6, JdE)=0.
Bazees, e, ..., €, se nazyva Jordanova baze.
Schematicky,
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19. Druhy rozklad linearni transformace

Definice. Matice

£ 0 £ 00
1) = (€), J2<s>=<1 g), Mo =1 ¢ of,
01 ¢
£ 000
O=[g 5 ¢ o
00 1E¢

se nazyvaji Jordanovy bloky (t&z Jordanovy buriky).

Tvrzeni. Bud T cyklicky podprostor nilpotentni transformace g, bud f = g + £ id. Pak
(1) T jeinvariantni vzhledem k linearnim transformacimgi f;
(2) gl mav Jordanové bazi ey, e, . . ., €, matici J,(0);
(3) f|r mavJordanovébaz ey, e, ..., e, matici Jy(§).

Dukaz. Cviteni.

Casto se setkavame s odlisnou definici Jordanovych bunék — jednicky stoji v fadé nad
diagonalou. To odpovida opatnému poradi vektorli Jordanovy baze, tj. e, ..., &, €1.

2. Nalezeni Jordanovy baze

Tvrzeni. Bud g : U — U nilpotentni transformace. Pak existuji cyklické podprostory Ty, .. .,
T, C U takove, 22U =Ty +--- 4 T;.

V dlikazu budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma. Bud h : U — V linearni zobrazeni. Zvolme libovolné baz v Ker h a doplfime ji do
bazevU ngakymi vektory ey, .. ., em. Pakjsou vektory h(ey), . . ., h(em) nezavisié atvori baz
vimh.

Déikaz. Cviteni. (Viz diikaz formuledimU = dimKerh + dimIimh.)

Tvrzeni dok&zeme uvedenim praktického algoritmu pro nalezeni Jordanovy béaze. Popis
algoritmu tvori véty psané kurzivou.

Mame U = Ker g projisté k (protoZe g je nilpotentni). Bez Gjmy na obecnosti je &islo k
minimalni, to jest, gk-1 £ 0, atudiz Kergk-1 £ U.

1. Zvolime libovolné baz v Ker g¢~1 a doplnimeji do bazevU = Ker g n&akymi vektory
€L, ..., en,. Podle lemmatu potom vektory g¢~*(ey), ..., g“(ey,) tvofi bazi v Img<—t a
jsou tedy nezavidlé.

2. Zvolime libovolné baz v Ker g<—2 a pridame k ni vektory g(e1), .. ., g(€m,) € Ker g¢—t
(protozegk = 0). Tato sestavajelinearnénezavisla. [ Skutetng, linearni zavislost by znamenala,
ze existyji skalary cy, .. ., Cm, takové, ze cig(er) + - - - + Cm,9(em,) € Ker gk—2. Pak ovsem
0= g“?(cg(er) + - - + Cm9(em,)) = €107 1(e1) + - - - + Cm 0 L(em,), atedy c; =0, ... .,
Cm, = 0, protoze vektory g<~X(ey), ..., g L(em,) jsou nezéavisé (viz vy3e).]
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19. Druhy rozklad linearni transformace

Sestavu doplnime do bazev Ker gk—1 ngjakymi vektory em, + 1, . . . , €m,. Timsevlastnédoplni
baze v Ker g¢~2 do baze v Ker gt~ vektory g(ey), ..., 9(€m,), €myt1, - - - » €m,. Z lemmatu
potom vyplyva, ze vektory g¢~X(ey), ..., g“ X(em,), 9“ 2(em11), - .., 9 2(em,) tvoFi bazi
v obrazu g¢—2 Ker gt~ ajsou tedy nezavislé.

3. Zvolime libovolng bazi v Ker gk—2 a pripojime k ni vektory g?(ey), ..., 9°(€m,),
9(€m,11), -, O(€m,) € Kergh2. Tato sestava je linearné nezavisa. [Skutetng, jinak by
existovaly skaary ci, ..., Cm,, Cmy+1, - - - » Cm, takove, Ze c10%(e1) + --- + Cm,0%(em,) +
Cry+19(Emy41) + -+ + Cmy0(Em,) € Kerg 3. Pak ovdem 0 = g*3(cig%(er) + -+ +
Cm,0%(Emy) + Cmy+19(Em41) + -+ + Cmp0(Emy)) = c1g* (e + -+ + cm, g H(em) +
Cmy+ 109 2(€mys1) + -+ + Cmp0<%(em,), atedy ¢g = 0, ..., Cn, = 0, Cns1 = O, ...,
Cm, = 0, protoze vektory gk~(ey), .. ., g L(emy), 8 %(em1 1), - - - 9 2(em,) jSOU nezavislé
(vizvyse).]

Sestavu doplnime do baze v Ker g<—2 ngjakymi vektory em, 1, - . . , €m,. Tim se doplni baze
v Ker g=3 do baze v Ker g=2 vektory g?(ey), . . ., 9*(€m,), 9(@my41), - - -+ 9(Emy), Empds - - -
Ems-

U = KergK
el ‘eml
Kergh—1)
° ° €n+1 - €m,
Ker g2\
® - @ ® - @ ef'ﬂz-i—l&'ng,
| |
- } } Ker g<=3")
e --- o o - @ o --- o

Podobnych krokil provedeme k (v poslednim kroku dopl fujeme béazi podprostoru Ker g° =
Kerid = { 0} do baze v podprostoru Ker g). Celkoveé ziskame béazi
ela R ] eml,

g(el)v R} g(aﬂl)’ a"l"ll-i-la DRI} QT'Iza
gz(el)s ey gz(eml), g(ernl—i-l), ceey g(emz)s em2+11 ey em3,

v prostoru U . Podprostory

[er gten. g*en....0. ... [em,. 9(em,). g*(Emy). .- I,
I]:em1+15 g(eml—i-l)» gz(em]_-‘rl)a .- -]]a DI |Iem2» g(emz)’ gz(em2)7 .- ']]9

jsou pak cyklické podprostory s prislusnymi Jordanovymi bazemi.
3



19. Druhy rozklad linearni transformace

3. Invarianty linearni transfor mace

Nalezli jsme cyklické podprostory av kazdém z nich Jordanovu bazi. Situaci miizeme zna-
zornit diagramem, jehoz vrcholy jsou vektory Jordanovy baze a Sipky znamenaji zobrazeni g:

(+)

0O+—0<+—0
0O<+—0<+—0
Q@<+— 0 <+—0

[ ]
}
[ J
Sloupce znamengji jednotlivé cyklicképodprostory. Vektory spodni fady sezobrazuji nanulovy
vektor. Tvori vlastné bazi v Kerg = Ker(f — &id) = Vg, coz je prostor vlastnich vektordi
svlastnim €islem &. TudiZz, pocet sloupcli = pocet cyklickych podprostordi = dim V.

Vektory dolnich j Fadki tvori bazi v Kergl. V j-tém Fadku zdola je proto pravé

o<+ 0
o<+— 0
o<+—0

me_j = dimKerg’ — dimKerg! ! (%)

boddl. Cislam; <mp < --- < m jednoznatné uréuji délku sloupcti diagramu, atimi dimenze
cyklickych podprostorl.

Formule (x*) ukazuje, ze Cidam; < mp < ... < m zévis jen ajen na nilpotentni
transformaci g anikoliv na konkrétnim postupu, kterym byla ziskana Jordanova baze. Jsou to
invarianty linearni transformace g.

Disledek. Bud g : U — U nilpotentni transformace. Pak existuje baze prostoru U takova, ze
(a) transformace g ma blokové diagonalni matici, ktera je primym souctem Jordanovych
blokd Js(0);
(b) transformace f = g + & id ma blokové diagonalni matici, ktera je primym souctem
Jordanovych bloktl Js().

Piiklad. Uvazujme o linearnim zobrazeni C> — C° s matici

0 1 1 -2 O

-3 -4 -4 3 O

A= 3 1 0 -3 3
4 1 1 -6 4

1 0 0 -1 o0

Anulujici polynom ngimengiho stupnéje x3 + 6x2 4 12x + 8 = (x + 2)3, sjedinym kofenem —2, coz
je soutasné jedina vlastni hodnota matice A. Prvni rozklad ma proto jediného stitanceU = C° a

2 1 1 -2

-3 -2 -4 3

B=A+2E= 3 1 2 -3
4 1 1 -4

1 0 0 -1

N WOO

je nilpotentni matice, B® = 0. Spotitame

4 -1 -2 4 -5
O 0 0 0 0

B2=] 0 0 0 0 of,
4 -1 -2 4 -5
O 0 0 0 0
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nacez

Ker Bz = [[(57 05 07 O’ _4)5 (05 57 O’ 07 _1)7 (07 O’ 59 07 _2)5 (0’ 07 07 55 4)]]'
Tento EtyFrozmérny podprostor miizeme dopl nit do baze v C® libovolnym vektorem, ktery v ném nelezi,
zvolme napriklad

e =(0,0,0,0,1).
Tim je ukonCen prvni krok. Ve druhém kroku spo€itame
Ka’ B = [[(17 07 07 19 O)s (Oa _57 19 _25 _1)]15

a pridame vektor Be; = (0, 0, 3, 4, 2). Ziskanou sestavu tfi nezavislych vektorl je tfeba doplnit do
baze ve ttyfrozmérnem Ker B? jednim vektorem; zvolme napfiklad

e =1(0,0,0,5,4)

(ve skutetnosti bylo mozné vzit kterykoliv ze shora uvedenych generéatorll podprostoru Ker B2).
Tim je ukonten druhy krok. Ve tfetim kroku je Ker B = Ker E = 0 a dopliiujeme dva vektory
g’(e1) = (=5,0,0,—-5,0) ag(e) = (—10, 15, —3, —4, 3) do béze v dvourozmérném Ker B, coz
ovSem nevyzaduje Zadny doplfujici vektor ajsme hotovi.

Hledana Jordanova baze je proto tvorena vektory ey, g(e1), g2(e1), €, g(ey). Prisludny diagram je

0O<+— 0 <+— 0

o<+ 0

a jeho dva sloupce odpovidaji dvéma Jordanovym bloklim rozméru 3 a 2. Dostavame Jordantiv tvar
matice B resp. A jako

0 00 0O -2 0 0 0 ©O
1 00O0O 1 -2 0 0 O
01000 resp. o 1 -2 0
0 00O0OGO 0O 0 0 -2 0
0 001OQ0 0O 0 o0 1 -2

(pfi obraceném pofadi vektorll Jordanovy baze by jednicky staly nad diagonalou; odlidné miize byt i
poradi Jordanovych blok).

Cviteni. Spottéte Jordanliv tvar transponované matice AT. (Vysledek: jetyz.)

Vratme se nyni k obecnétransformaci f : V — V aprvnimurozkladuV = Uy + - - - 4+ Ug
podle nékterého anulujiciho polynomu. Pro kazdy z prostorli U, | = 1,...,s dostavame
rozklad na cyklické podprostory T, ;, kdei = 1, ..., ki, celkem tedy

V=Toad oo T Toad o+ Toke

Tento rozklad se nazyva druhy rozklad prostoru lineérni transformace.
Pripomenme, Ze cyklické podprostory T; j jsou invariantni a zobrazeni f |y, ; maji v Jorda-
nove bazi matici tvaru Jr (§),r =dimT, ;.

Definice. Matice, kteraje pfimym souCtem matic J; (£), se nazyva matice v Jordanove tvarul.
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Priklad. Matice
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jev Jordanovétvaru. Bloky
odpovidaji diagramy

rvniho rozkladu jsou vyzna€eny dvojitou Carou. Blokim druhého rozkladu

e

;
e

Sipky zde znamenagji zobrazeni f — 2id resp. f — 3id. Délky spodnich Fadkdl jsou dimenze prostordl
vlastnich vektorll s vlastnimi hodnotami 2 resp. 3.

Disledek. 1. Bud f : V — V linearni transformace. Pak existuje baze prostoru V takova, ze
f ma matici v Jordanove tvaru.
2. Bud A Ctvercova komplexni matice. Pak je podobna matici v Jordanove tvaru.

Odpovidajici baze se nazyva Jordanova baze a ziskame ji sjednocenim Jordanovych bazi
v jednotlivych cyklickych podprostorech T ;.

PYi praktickém prevodu na Jordanliv tvar nejdfive nalezneme invariantni podprostory U =
Ker gk = Ker(f — £id)* prvniho rozkladu, pro kazdou vlastni hodnotu & zvI&&. V kazdem
z nich pak hledame Jordanovu bazi znamym postupem.

Zbyvarozhodnout, nakolik je Jordanliv tvar matice linearniho zobrazeni uréen jednoznatné.
Postup k nalezeni Jordanovy baze, ktery jsme popsali, udava jednoznatné vsechny Jordanovy
buiky Js(¢). Cisla & probihaji véechny vlastni hodnoty a rozmér s je uréen prostrednictvim
diagramii (x), tj. prostfednictvim ¢isel m; < m, - - - < my, kterajsou zase jednoznatné uréena
formulemi (xx), kdeg = f — & id. Neurteno pak zlistava pouze poradi Jordanovych bunék.

4. Minimalni polynom
Minimalni polynom mtizeme jednoduse stanovit z Jordanova tvaru jako polynom
(X =AM (X = Ao)s,

kde A1, ..., As jSou vlastni hodnoty matice A a w1, ..., us jsou vy3ky (maximani déky
sloupctl) diagramtl () pro jednotlivé vlastni hodnoty &1, . . ., &. (Dokazte jako cviceni.)
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PFiklad. Matice z posledniho prikladu maminimani polynom (x — 2)3(x — 3)2.

5. Kriterium podobnosti matic

PFipomeime, Zedveéttvercovématice A, B jsou podobné, jestlizeexistujeinvertibilni matice
Q takova, 7e B = Q 1AQ. Zapisujeme A ~ B. Déle pfipomeiime, Ze matice jedné a téze
linearni transformace v rtiznych bazich jsou si podobné (matici Q je v tomto pripadé matice
pfechodu mezi bazemi).

Tvrzeni. Kazda komplexni matice A je podobna nékteré matici B v Jordanove tvaru.

Dikaz. Matice Atypun/njematici linearniho zobrazeni f : C" — C",u — Au.V Jordanové
bazi mazobrazeni f matici B v Jordanové tvaru. Pak B =~ A.

Matice B z predchoziho tvrzeni se nazyva Jordanliv tvar matice A. Jordanliv tvar je uréen
jednoznalné az na poradi blokll a rozhoduje o podobnosti matic:

Tvrzeni. Matice A, A” jsou si podobné pravé tehdy, kdyz maji stejny Jordantlv tvar az na
poradi Jordanovich bl ok,

Dilkaz. Jsou-li s matice A’, A” podobng, pak maji zobrazeni u — A'u, u > AU stginé
vlastni hodnoty a stejnéjsou i dimenze m| amy urcené formulemi (x) (cviceni). Proto jsou
stejnéi Jordanovy tvary.

Naopak, budte B’ ~ A’ aB” ~ A” Jordanovy tvary matic A’ a A”. Jestlizese B’ a B” lisi
jen poradim Jordanovych blokd, pak jsou si podobné (cviteni), natez A’ ~ B’ ~ B” ~ A,

Cviteni. Dokalte, ze pro libovolnou ttvercovou matici plati A~ AT.

Navod: Dokazte postupné
(8 J ~ JT pro libovolnou Jordanovu matici J (stati zprehazet vektory v Jordanove bazi);
(b)je-li A~ J,pak AT ~ JT.



