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Vážeńı přátelé,
děkujeme vám za vaši účast v 1. ročńıku našeho korespondenčńıho semináře

KOS. Přejeme Vám hodně úspěch̊u v osobńım životě.
Za organizátora
RNDr. D. Smetanová
RNDr. J. Šeděnková
Mgr. P. Volný
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Dělitelnost celých č́ısel

Definice:
Řekneme, že celé č́ıslo b je dělitelné č́ıslem a, jestliže existuje celé č́ıslo c

tak, že plat́ı

a · c = b. (1)

Ṕı̌seme pak a|b (můžeme též ř́ıkat a děĺı b, nebo b je násobek a).
Jestliže neexistuje takové celé č́ıslo c, aby platila rovnost (1) ř́ıkáme, že

č́ıslo a neděĺı č́ıslo b.

Z definice př́ımo vyplývá:
a) Č́ıslo nula je dělitelné každým celým č́ıslem.
b) Jediné č́ıslo, které je dělitelné nulou, je nula.
c) Č́ısla 1, −1 děĺı každé celé č́ıslo.
d) Pro libovolné celé č́ıslo a plat́ı a|a.
e) Pro libovolná celá č́ısla a, b, c plat́ı

a|b ∧ b|c ⇒ a|c (2)

a|b ∧ a|c ⇒ a|(b + c) ∧ a|(b − c) (3)

c �= 0 ⇒ (a|b ⇔ ac|bc) (4)

a|b ∧ b > 0 ⇒ a ≤ b. (5)

Jednou z vlastnost́ı celých č́ısel je, že je-li a·b = 0, pak a = 0∨b = 0. Jinak
řečeno nemůže platit, že a i b jsou zároveň nenulové a splňuj́ı výše uvede-
nou rovnost.Tato zdánlivě zřejmá vlastnost nemuśı platit v teori dělitelnosti
na jiných množinách než jsou celá č́ısla. Např. vynásob́ıme-li dva nenulové
polynomy můžeme dostat nulový polynom.

Podle vlastnosti dělitelnosti (resp. nedělitelnosti) č́ıslem 2 můžeme množinu
celých č́ısel rozdělit na podmnožinu sudých (resp. lichých č́ısel).

Př́ıklad:
Zjistěte, pro která přirozená č́ısla n je č́ıslo n2 + 4 dělitelné č́ıslem n + 2.

Řešeńı:
Č́ıslo n+2 děĺı č́ıslo n2−4, protože n2−4 = (n+2)·(n−2). Předpokládejme,

že n+2 děĺı n2 +4. Zároveň tedy děĺı rozd́ıl (n2 +4)− (n2−4) = 8. Budeme-
li považovat i 0 za přirozené č́ıslo, pak z faktu (n + 2)|8 plyne, že n, které
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vyhovuje zadáńı př́ıkladu, splňuje jednu z rovnic n+2 = 2, n+2 = 4, n+2 =
8. Tedy n může nabývat hodnot 0, 2, 6.

Zadáńı a řešeńı 1. kola

1. Řešte v oboru reálných č́ısel rovnici

2x2 =
2x − 1

| cos α| ,

kde α je parametr. (Ve jmenovateli je absolutńı hodnota.)

Řešeńı 1. Podmı́nky: | cos α| �= 0 α �= π
2

+ kπ.

Řeš́ıme kvadratickou rovnici: 2 · | cos α| · x2 − 2x + 1 = 0,

x1,2 =
2±
√

4−8| cos α|
4·| cos α| , kde 4 − 8| cos α| ≥ 0, po úpravách 0 < | cos α| ≤ 1

2
,

Řešeńı rovnice:

α ∈
〈π

3
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
∪

(
π

2
+ kπ,

2

3
π + kπ

〉
, k ∈ Z

4



2. Dokažte, že 2n+1 + 5n neńı pro žádné přirozené n prvoč́ıslem.

Řešeńı 2. Označ́ıme množinu přirozených č́ısel ṕısmenem N.

a) Uvažujme, že množina N obsahuje č́ıslo 0, pak pro n = 0 plat́ı 21 +50 = 3,
což je prvoč́ıslo. Tvrzeńı neplat́ı a nelze ho tedy dokázat.

b) Budeme uvažovat, že množina N neobsahuje 0.
Prvńı zp̊usob řešeńı:
Prostudujme nejdř́ıve, jaké hodnoty nabývá dvojčlen 2n+1 + 5n pro malá n.
Výpočty uspořádáme do tabulky, z ńıž je patrná domněnka, že 2n+1 + 5n je
pro každé n dělitelné č́ıslem 3.

n 2n+1 5n 2n+1 + 5n

1 4 5 9
2 8 25 33
3 16 125 141
4 32 625 657

Dokazujeme tuto hypotézu matematickou indukćı. Pro n = 1 je tvrzeńı
zřejmé.

Předpokládejme, že č́ıslo 2n+1 +5n je dělitelné třemi. Existuje tedy k tak,
že plat́ı 2n+1 +5n = 3k. Chceme ukázat, že také č́ıslo 2n+2 +5n+1 je dělitelné
třemi. Plat́ı 2n+2 + 5n+1 = 2 · 2n+1 + (2 + 3) · 5n = 2 · 2n+1 + 2 · 5n + 3 · 5n =
= 2(2n+1 + 5n) + 3 · 5n = 2 · 3k + 3 · 5n = 3(2k + 5n) = 3h , kde h = 2k + 5n.
Pro každé přirozené n je tedy č́ıslo 2n+1+5n složené a nemůže být prvoč́ıslem.

Druhý zp̊usob řešeńı: Výraz 2n+1 +5n uprav́ıme na tvar 3 ·2n +(5n−2n) a
ve druhém sč́ıtanci využijeme vzorec an−bn = (a−b)(an−1+an−2b+an−3b2+
· · · + abn−2 + bn−1) (n ∈ N). Vid́ıme, že oba sč́ıtance jsou dělitelné 3. Výraz
2n+1 + 5n je tedy pro každé přirozené č́ıslo n dělitelný třemi a nemůže být
prvoč́ıslem, protože nabývá hodnot, které jsou r̊uzné od 3.

3. Žáci dostali za úkol vymyslet slovńı př́ıklad. Libor vymyslel tento:

Prvńım a druhým kohoutkem nateče dohromady za hodinu p hektolitr̊u vody.
Druhým a třet́ım (dohromady) nateče za hodinu o 30 hektolitr̊u v́ıce. Třet́ım
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a čtvrtým (dohromady) nateče za hodinu dvakrát v́ıce než druhým a třet́ım.
Prvńım a čtvrtým (dohromady) nateče za hodinu o 20 hektolitr̊u v́ıce než
prvńım a druhým. Kolik hektolitr̊u vody nateče za hodinu každým kohoutkem
zvlášt’?

Vyřešte Libor̊uv problém.

Řešeńı 3. Prvńı kohoutek . . . A, druhý kohoutek . . . B, třet́ı kohoutek . . . C,
čtvrtý kohoutek . . . D.

A + B . . . P hl/hod.
B + C . . . P + 30 hl/hod.
C + D . . . 2(P + 30) hl/hod.
A + D . . . P + 20 hl/hod.

Za hodinu nateče všemi A + B + C + D hl vody,

[A + B] + [C + D] = [B + C] + [A + D]
P + 2(P + 30) = P + 30 + P + 20

2P + 30 = P + 20
P = −10

Nemůže natéct záporný počet hektolitr̊u. Úloha nemá řešeńı.

Uvedenou úlohu lze také řešit soustavou čtyřech rovnich o čtyřech nez-
namých s parametrem. Tyto rovnice snadno sestav́ıme ze zadáńı. Soustava
má řešeńı pouze pro hodnotu parametru p = −10 a řešeńı neńı jediné, je jich
nekonečně mnoho. Srovnáme-li výsledek se zadáńım (nemůže natéct záporný
počet hektolitr̊u). Úloha nemá řešeńı.

4. V oboru reálných č́ısel naleznětě všechna řešeńı soustavy

x1 + x2 + x3 = 0,
x2 + x3 + x4 = 0,
x3 + x4 + x5 = 0,

· · ·
x98 + x99 + x100 = 0,
x99 + x100 + x1 = 0,
x100 + x1 + x2 = 0,
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Řešeńı 4. Z prvńı a druhé rovnice vid́ıme, že x1 +x2 +x3 − (x2 +x3 +x4) =
x1 − x4 = 0, tj. x1 = x4 ze čtvrté a páté rovnice dostaneme x4 = x7, atd. až
se dostaneme k rovnostem x94 = x97, x97 = x100, z posledńı a prvńı rovnice
máme x100 = x3, pokračujeme dál x3 = x6, . . . , x96 = x99, x99 = x2, x2 = x5,
. . . , x98 = x1. Zjistili jsme, že pokud má soustava řešeńı, pak se muśı všechy
kořeny rovnat, tj. x1 = x2 = . . . = x100 = x. Dosazeńım do prvńı rovnice
zjist́ıme, že muśı platit zároveň 3x = 0, tj. x = 0. Soustava má jediné řešeńı
x1 = x2 = . . . = x100 = 0.

5. Určete, pro která celá č́ısla n je č́ıslo 7n + 1 dělitelné č́ıslem 3n + 4.

Řešeńı 5. Jestliže (3n + 4)|7n + 1 , pak (3n + 4)|(7 · (3n + 4)− 3 · (7n + 1)),
po úpravě (3n + 4)|25, tj. 3n + 4 ∈ {±1,±5,±25}, odkud n ∈ {−3,−1, 7}.

6. a) Na dvě vážeńı zjistěte, která z dev́ıti stejně vypadaj́ıćıch kouĺı je
lehč́ı. Můžete použ́ıt jen rovnoramenné váhy bez závaž́ı.

b) Za stejných podmı́nek jako v předcházej́ıćı úloze zjistěte lehč́ı kouli
mezi osmi stejně vypadaj́ıćımi koulemi.

Řešeńı 6.
a) Rozděĺıme devět kouĺı na tři stejné skupiny a na obě misky vah polož́ıme

po třech kouĺıch. Třet́ı skupinu ponecháme stranou (prvńı vážeńı).
Prvńı př́ıpad: Váhy jsou v rovnováze, hledaná koule je potom v hromádce,

kterou jsme odložili. Vezmeme z těchto tř́ı kouĺı kterékoliv dvě a každou z
nich polož́ıme na jednu misku vah (druhé vážeńı). Nebudou-li váhy nyńı v
rovnováze, bude miska s lehč́ı kouĺı nahoře, budou-li v rovnováze, je lehč́ı ta
koule, kterou jsme na váhu nedali.

Druhý př́ıpad: Váhy nejsou v rovnováze. Hledaná koule je tedy na té
misce, která je nahoře. V tomto př́ıpadě najdeme z těchto kouĺı druhým
vážeńım jako v prvńım př́ıpadě lehč́ı kouli.

b) Rozděĺıme osm kouĺı na tři nestejné hromádky. Dvě po třech kouĺıch
a jedna ze dvou. Polož́ıme na váhy prvńı dvě hromádky, na každou misku
tři koule (prvńı vážeńı). Z̊ustanou-li váhy v rovnováze, je hledaná koule mezi
zbylými dvěma a snadno je při druhém vážeńı poznáme. Jestliže se váhy
z rovnováhy vychýĺı, je lehč́ı koule na té misce, která je nahoře. Vezmeme
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z nich libovolné dvě a každou polož́ıme na jednu misku vah (druhé vážeńı).
Nebudou-li misky v rovnováze, bude opět miska s lehč́ı kouĺı nahoře. Budou-li
obě koule na vahách stejně těžké, je lehč́ı ta koule, která na vahách nebyla.

Zadáńı a řešeńı 2. kola

1. Dokažte, že pro libovolné přirozené č́ıslo n je č́ıslo 722n+2−472n+282n−1

dělitelné č́ıslem 25.

Řešeńı 1. Pro řešeńı využijeme mocninný rozvoj

(a + b)n = an +

(
n

1

)
an−1b +

(
n

2

)
an−2b2 + · · · +

(
n

n − 1

)
abn−1 + bn.

Č́ıslo 722n+2 − 472n + 282n−1 postupně upravujeme
722n+2 − 472n + 282n−1 = (75 − 3)2n+2 − (50 − 3)2n + (25 + 3)2n−1 =
752n+2 +

(
2n+2

1

)
752n+1 · (−3) +

(
2n+2

2

)
752n · (−3)2 + · · ·+

(
2n+2
2n+1

)
75 · (−3)2n+1 +

(−3)2n+2

−502n−
(
2n
1

)
502n−1·(−3)−

(
2n
2

)
502n−2·(−3)2+· · ·−

(
2n

2n−1

)
50·(−3)2n−1−(−3)2n

+ 252n−1 +
(
2n−1

1

)
252n−2 · 3 +

(
2n−1

2

)
252n−3 · 32 + · · ·+

(
2n−1
2n−2

)
25 · 32n−2 + 32n−1

Všechny mocniny (větš́ı než 0) č́ısel 75, 50 a 25 jsou dělitelné č́ıslem 25.
K tomu, aby celý výraz byl dělitelný č́ıslem 25, stač́ı ukázat, že je č́ıslem 25
dělitelný výraz (−3)2n+2 − (−3)2n + 32n−1. Plat́ı

(−3)2n+2 − (−3)2n + 32n−1 = 32n+2 − 32n + 32n−1 = (33 − 3 + 1) · 32n−1

= (27 − 3 + 1) · 32n−1 = 25 · 32n−1,

což je dělitelné 25 pro každé přirozené č́ıslo n. (V prvńı rovnosti jsme využili
vlastnost, že sudá mocnina č́ısla −3 je stejná jako sudá mocnina č́ısla 3.)

Ukázali jsme, že pro libovolné přirozené č́ıslo n je č́ıslo 722n+2 − 472n +
282n−1 dělitelné č́ıslem 25.

Jiný zp̊usob řešeńı: Použijeme matematickou indukci.
1) n = 1:

724 − 472 + 281 = 26 871 675 = 25 · 1 074 867
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Pro n = 1 je výraz dělitelný 25.

2) Předpokládejme, že pro n = k je výraz dělitelný 25, tj. že plat́ı

722k+2 − 472k + 282k−1 = 25 · h (6)

pro nějaké přirozené č́ıslo h.
Chceme ukázat, že pak i pro n = k + 1 je výraz dělitelný 25. Dosad́ıme

n = k + 1 a upravujeme
722(k+1)+2 − 472(k+1) + 282(k+1)−1 =

= 722k+4 − 472k+2 + 282k+1 =
= 722 · 722k+2 − 472 · 472k + 282 · 282k−1 =

= 282(722k+2 − 472k + 282k−1) + (722 − 282) · 722k+2 − (472 − 282)472k =
= 784 · 25 · h + 4400 · 722k+2 − 1425 · 472k =

= 25 · (784 · h + 176 · 722k+2 − 57 · 472k),

ve čtvrtém řádku jsme výraz 722k+2 − 472k + 282k−1 nahradili 25 · h (podle
předpokladu (6)).

Zjistili jsme, že výraz 722k+4 − 472+2k + 282k+1 je také dělitelný 25.

Pomoćı matematické indukce jsme ukázali, že výraz 722n+2−472n+282n−1

je dělitelný 25 pro každé přirozené č́ıslo n.

2. Petr přǐsel za Pavlem se zaj́ımavou úlohou. ,,Předpokládej, že č́ıslo a se
rovná č́ıslu b.“ Pavel pak sledoval daľśı Petr̊uv postup. Budeme jej sledovat
i my: Necht’ a = b. Vynásob́ıme obě strany č́ıslem a, tedy

a2 = ab.

Pak k oběma stranám rovnice přičteme a2 − 2ab:

a2 + a2 − 2ab = a2 − ab.

Uprav́ıme na
2(a2 − ab) = a2 − ab.

Nakonec vyděĺıme obě strany rovnice výrazem a2 − ab, a dostaneme

2 = 1.
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,,Najdeš chybu v mém postupu, Pavle?“ ř́ıká Petr. ,,Ale vždyt’ to je jasné,“
odpov́ıdá Pavel. Naleznete tuto chybu i vy?

Řešeńı 2. V posledńım kroku děĺıme výrazem a2 − ab, který je ale podle
předpokladu nulový, protože a2 = ab. Děleńı nulou neńı ekvivalentńı úpravou
a to je ta chyba, které se dopustil Petr.

3. Dne 1. ledna v 0.00 hodin dva přátelé zpozorovali, že na Zemi přistála
vesmı́rná lod’ s mimozemskou civilizaćı. Během 15 minut věděly o přistáńı
jejich manželky. Během daľśıch 15 minut sdělil každý z nich tuto událost
svému známému, takže o události vědělo p̊ul hodiny po p̊ulnoci už 8 lid́ı. A
ted’ předpokládejme, že by se tato zpráva mohla š́ı̌rit po čtvrt hodinách i na
daľśı obyvatele Země. Který den a v kolik hodin by se o přistáńı dozvěděli
všichni lidé na Zemi?

Řešeńı 3. Po každých patnácti minutách bude o přistáńı vědět dvojnásobný
počet lid́ı (nebudeme uvažovat př́ıpady, kdy se o přistáńı dozv́ı jeden člověk
v́ıcekrát). Odvod́ıme vztah mezi uplynulým časem a počtem lid́ı.

O p̊ulnoci v́ı o přistáńı 2 lidé,
po 15 minutách v́ı o přistáńı 2 · 2 = 22 = 4 lidé,
po 2 · 15 = 30 minutách v́ı o přistáńı 2 · 22 = 23 = 8 lid́ı,
po 3 · 15 = 45 minutách v́ı o přistáńı 2 · 23 = 24 = 16 lid́ı,

...
po n · 15 minutách v́ı o přistáńı 2 · 2n = 2n+1 lid́ı.

Předpokládejme, že na zemi žije okolo 6,5 miliard lid́ı. Potřebujeme naj́ıt
nejmenš́ı přirozené č́ıslo n tak, aby platilo 2n+1 > 6, 5·109. Př́ımým výpočtem
zjist́ıme, že 232 = 4294967296 < 6, 5 · 109 a 233 = 8589934592 > 6, 5 · 109.
Hledaným nejmenš́ım přirozeným č́ıslem je tedy č́ıslo n = 32. Všichni lidé
na zemi budou vědět o přistáńı po n · 15 = 32 · 15 = 480 minutách, což je 8
hodin.

Zjistili jsme, že všichni lidé na Zemi budou o přistáńı vědět 1. ledna v 8:00
hodin ráno.

4. Najděte všechny takové funkce f , definované na množině všech reálných
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č́ısel, které pro libovolná reálná č́ısla x, y splňuj́ı vztah

f(x + y) + f(x − y) = 2f(x) + 3y2 − f(y).

Řešeńı 4. Uvedený vztah má platit pro všechna reálná č́ısla x, y. Zvolme
např. x = 0, y = 0. Dostaneme

f(0 + 0) + f(0 − 0) = 2f(0) + 3 · 02 − f(0),

odkud plyne, že
f(0) = 0.

Pokud zvoĺıme x = y, dostaneme

f(x + x) + f(x − x) = 2f(x) + 3x2 − f(x),

po úpravě (s využit́ım již dokázané rovnosti f(0) = 0)

f(2x) = f(x) + 3x2

Zkusme nyńı zvolit x = 0 a y libovolné a dostaneme

f(0 + y) + f(0 − y) = 2f(0) + 3y2 − f(y) ⇔ 2f(y) + f(−y) = 3y2.

Podobně pro x = 0 a y = −y plat́ı

f(0+(−y))+f(0−(−y)) = 2f(0)+3(−y)2−f(−y) ⇔ 2f(−y)+f(y) = 3y2.

Každé řešeńı p̊uvodńıho problému muśı splňovat všechny uvedené rovnosti.
Jediným řešeńım soustavy dvou rovnic 2f(y) + f(−y) = 3y2 a 2f(−y) +
f(y) = 3y2, které dostaneme např́ıklad tak, že prvńı rovnici vynásob́ıme
dvěma a druhou od ńı odečteme, je funkce

f(y) = y2.

Dosazeńım zjist́ıme, jestli je tato funkce řešeńım i p̊uvodńıho problému. Na
levé straně p̊uvodńı rovnice dostaneme

f(x + y) + f(x − y) = (x + y)2 + (x − y)2 = 2x2 + 2y2,
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Na pravé straně p̊uvodńı rovnice dostaneme

2f(x) + 3y2 − f(y) = 2x2 + 3y2 − y2 = 2x2 + 2y2.

Obě strany se rovnaj́ı a funkce f(x) = x2 je jediným řešeńım zadané rovnice
f(x + y) + f(x − y) = 2f(x) + 3y2 − f(y).

Jiný zp̊usob řešeńı: Původńı rovnici uprav́ıme na tvar

f(y) = 2f(x) + 3y2 − f(x + y) − f(x − y). (7)

Dosazeńım č́ısla −y mı́sto č́ısla y máme rovnici

f(−y) = 2f(x) + 3(−y)2 − f(x + (−y)) − f(x − (−y)).

Snadno zjist́ıme, že pravé strany obou rovnic jsou stejné, tedy se muśı rovnat
i strany levé

f(y) = f(−y)

(řešeńım muśı být sudá funkce).
Do prvńı upravené rovnice (7) dosad́ıme x = 0 a y = 0, zjist́ıme, že

f(0) = 2f(0) + 3 · 02 − f(0 + 0) − f(0 − 0) ⇔ f(0) = 0.

Pokud do prvńı upravené rovnice (7) dosad́ıme pouze x = 0, dostaneme

f(y) = 2f(0) + 3y2 − f(0 + y) − f(0 − y).

Tento vztah uprav́ıme s využit́ım rovnost́ı f(y) = f(−y) a f(0) = 0.

f(y) = 2 · 0 + 3y2 − f(y) − f(y)

3f(y) = 3y2

f(y) = y2.

Po provedeńı zkoušky (dosazeńım do zadáńı) zjist́ıme, že funkce f(x) = x2

je jediným řešeńım zadané rovnice.

5. Máme tři hřeb́ıky, které maj́ı pr̊uřez ve tvaru kruhu, čtverce, rovnos-
tranného trojúhelńıku. Strana čtverce měř́ı 1 mm a pr̊uřez hřeb́ık̊u má stejnou
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velikost. Který z hřeb́ık̊u jde nejh̊uře vytáhnout, jsou-li zaraženy do hloubky
3 cm?

(Nápověda: Nejpevněji drž́ı hřeb́ık, který se okolńıho materiálu dotýká
největš́ım povrchem.)

Řešeńı 5. Máme hřeb́ıky s pr̊uřezem ve tvaru kruhu, čtverce a rovnos-
tranného trojúhelńıka. Povrch zaražené části hřeb́ık̊u můžeme poč́ıtat jako
povrch válce nebo hranolu s výškou 3 cm. Vztah mezi velikostmi povrch̊u
bude záležet jen na velikosti obvod̊u podstav a nezálež́ı na výšce, protože je
stejná. Povrch hrotu hřeb́ıku je vzhledem k celkovému povrchu zanedbatelný,
proto ho nebudeme uvažovat.

Čtverec o straně 1 mm má obsah

S✷ = 1 mm2

a obvod
o✷ = 4 mm

Rovnostranný trojúhelńık má podle zadáńı stejný obsah S� = 1 mm2,
délku jeho strany a vypočteme ze vzorce

S� =

√
3a2

4
⇒ a =

√
4S�√

3
=̇ 1, 52 mm,

obvod je pak
o� = 3 · a =̇ 4, 56 mm

Kruh má podle zadáńı také stejný obsah S◦ = 1 mm2, velikost jeho
poloměru r vypočteme ze vzorce

S◦ = πr2 ⇒ r =

√
S◦
π

=̇ 0, 56 mm,

obvod je pak
o◦ = 2πr =̇ 3, 52 mm

Porovnáńım obvod̊u zjist́ıme, který hřeb́ık má největš́ı povrch a bude
proto držet nejpevněji

o� > o✷ > o◦.
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Nejh̊uře p̊ujde vytáhnout hřeb́ık s pr̊uřezem ve tvaru rovnostranného troj-
úhelńıka.

6. Dokažte, že každý rok je pátek třináctého.

Řešeńı 6. Každý rok připadne 1. leden na jeden den v týdnu od ponděĺı
do neděle, označme si ho D. Podle kalendáře urč́ıme, na které dny připadnou
třinácté dny v měśıci v závislosti na dni D. Např. 13. ledna bude v den
D +5 (pro D=ponděĺı bude 13. ledna v sobotu, pro D=pátek bude 13. ledna
ve středu). Správně bychom měli psát D + 12, ale pro určeńı dnu v týdnu
můžeme násobky sedmi vynechat, stač́ı připoč́ıtat pět dńı. Stejným zp̊usobem
zjist́ıme, že 13. únor připadne na den D + 1. V ostatńıch měśıćıch muśıme
rozlǐsovat přestupný a nepřestupný rok. Výsledné určeńı dn̊u je shrnuto do
tabulky.

Nepřestupný rok Přestupný rok
1. leden D 1. leden D
13. leden D + 5 13. leden D + 5
13. únor D + 1 13. únor D + 1
13. březen D + 1 13. březen D + 2
13. duben D + 4 13. duben D + 5
13. květen D + 6 13. květen D
13. červen D + 2 13. červen D + 3
13. červenec D + 4 13. červenec D + 5
13. srpen D 13. srpen D + 1
13. zář́ı D + 3 13. zář́ı D + 4
13. ř́ıjen D + 5 13. ř́ıjen D + 6
13. listopad D + 1 13. listopad D + 2
13. prosinec D + 3 13. prosinec D + 4

Pod́ıváme-li se do tabulky, zjist́ıme, že třinácté dny v měśıci zab́ıraj́ı každý
rok (nepřestupný i přestupný) všechny dny v týdnu D, D + 1, D + 2, D + 3,
D + 4, D + 5, D + 6, jeden znich je tedy určitě pátek. Na základě tabulky
jsme ukázali, že každý rok muśı být pátek třináctého.

Důsledky: Pro konkrétńı D můžeme z tabulky př́ımo určit, ve kterých
měśıćıch bude pátek třináctého. Např. rok 2002 začal 1. ledna v D=úterý,
pátku odpov́ıdá den D + 3. Rok 2002 neńı přestupný. Z tabulky zjist́ıme, že
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letos bude pátek třináctého v zář́ı a v prosinci.
Z tabulky se dá také poznat, že pátek třináctého může být v jednom

kalendářńım roce maximálně třikrát (pro nepřestupný rok se opakuje třikrát
den D + 1, rok zač́ıná ve čtvrtek, pro přestupný rok je to den D + 5, rok
zač́ıná v neděli).

Diofantické rovnice

Diofantické rovnice jsou rovnice, jejichž řešeńı hledáme na množině celých
č́ısel. Jedná se o jednu z významných část́ı teorie č́ısel. Formulace problémů
je celkem snadná, o to obt́ıžněǰśı je pak vlastńı řešeńı. Objasńıme si tuto
problematiku na př́ıkladech.

Př́ıklad 1:
Pro která přirozená č́ısla x, y existuje řešeńı rovnice 3x2 − 7y2 = −1.

Řešeńı: Prvńı otázkou je, zda-li takové řešeńı v̊ubec existuje. Metodou pokus-
omyl se snadno přesvědč́ıme, že řešeńım jsou x = 3, y = 2. Existuj́ı daľśı
řešeńı této rovnice a kolik jich vlastně dohromady je? Naše rovnice má
nekonečně mnoho řešeńı. Využijeme následuj́ıćı trik: uvažujme identitu 3(55a+
84b)2 − 7(36a + 55b)2 = 3a2 − 7b2. Splňuj́ı-li přirozená č́ısla x = a, y = b
rovnici 3x2 − 7y2 = −1, pak ji splňuj́ı i č́ısla x = 55a + 84b a y = 36a + 5b.
Takže z jediného řešeńı x = 3 a y = 2 dostaneme nekonečně mnoho řešeńı.
Problémem tedy z̊ustává jedině ona identita, jej́ıž nalezeńı může být obt́ıžné.

Př́ıklad 2:
Rovnice x2 = 3 − 8z + 2y2 nemá řešeńı pro celá č́ısla x, y, z.

Řešeńı: Budeme postupovat sporem. Předpokládejme, že řešeńı existuje a
odvod́ıme spor. K tomuto účelu je vhodné poč́ıtat obě strany rovnice modulo
nějaké č́ıslo. Č́ıslo x2 je kongruentńı 0, 1, 4 mod 8 (tzn. levá strana rovnice
po vyděleńı č́ıslem 8 dává zbytek 0, 1, 4). Pokud je y sudé, pak pro pravou
stranu 3−8z +2y2 je kongruentńı 3 mod 8 (8z(mod 8) = 0(mod 8), y = 2k),
což nelze. Je-li y liché, pak 3 − 8z + 2y2 je kongruentńı 5(mod 8), což opět
nemůže být. Dostali jsme spor s předpokladem a řešeńı tedy neexistuje.

Obecná teorie pomoćı které by bylo možné řešit libovolné diofantické rovnice
neexistuje.
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Zadáńı a řešeńı 3. kola

1. Historická úloha (úloha Leonarda Pisánského ze 13. stolet́ı).
Dvě věže jsou od sebe vzdáleny 50 lokt̊u a jsou 40 lokt̊u a 30 lokt̊u vysoké.
Mezi nimi je kašna, k ńıž se z vrchol̊u obou věž́ı spustili ve stejný okamžik
dva holubi, kteř́ı proletěli stejnou dráhu. Určete vzdálenost kašny od obou
věž́ı.

Řešeńı 1. Situace je znázorněna na obrázku. Vid́ıme zde dva pravoúhlé
trojúhelńıky se stejnou přeponou, pro které plat́ı Pythagorova věta:

y2 = 402 + x2, y2 = 302 + (50 − x)2

Levé strany se rovnaj́ı. Z rovnosti pravých stran postupně dostáváme

402 + x2 = 302 + 2500 − 100x + x2

100x = 1800

x = 18

Kašna je vzdálena 18 lokt̊u od vyšš́ı věže a 32 lokt̊u od nižš́ı věže.

16



2. Na čtvercové zahradě roste v pravidelných rozestupech 9 × 9 = 81
stromů, které ji rozděluj́ı na 64 stejných malých čtverc̊u (viz. obrázek).

Ve čverćıch označených č́ısly 1 až 6 jsou postaveny domy. Zahrada je
ohraničena plotem, který má čtyři brány, označené č́ısly 3 až 6. Obyvatelé
domu 3 se dostávaj́ı do zahrady branou č́ıslo 3, podobně obyvatelé domů 4,
5 a 6 se do zahrady dostávaj́ı branou se stejným č́ıslem 4, 5 a 6. V domech
1 a 2 žij́ı lidé, kteř́ı ze zahrady neodcházej́ı, pouze se mezi sebou navštěvuj́ı.
Vyšrafovaná část mezi domy 1 a 2 označuje cestu. Obyvatelé domů 3 až
6 se rozhodli, že si taky postav́ı cesty ke svým domov̊um a že to udělaj́ı
následuj́ıćım zp̊usobem. Každá cesta bude spojovat d̊um a bránu se stejným
č́ıslem, v každém čtverci bude maximálně jedna cesta a žádné dvě cesty se
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nebudou prot́ınat (ani s již existuj́ıćı cestou mezi 1 a 2).

Zjistěte, zda lze takové cesty postavit při splněńı všech požadavk̊u. V kladném
př́ıpadě nakreslete, kudy cesty povedou.

Řešeńı 2. Cesty s uvedenými vlastnostmi postavit lze. Řešeńı je znázorněno
na obrázku.

3. Pět pirát̊u ulouṕı poklad se 100 zlatými mincemi. Piráti jsou jed-
noznačně seřazeni s klesaj́ıćı hodnost́ı a poděĺı se o poklad takto:

Nejvyšš́ı, kapitán, prohláśı, že navrhne rozděleńı peněz všem člen̊um posádky,
o kterém se bude hlasovat. V př́ıpadě, že jeho návrh nebude přijatý, bere
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si svoji pětinu, tedy 20 zlat’́ak̊u, a nechá daľśı rozdělováńı na nejvyšš́ım
podř́ızeném, prvńım d̊ustojńıkovi.

V př́ıpadě, že se prvńı d̊ustojńık dostane k rozdělováńı zbylých 80 zlat’́ak̊u
(tedy kapitán̊uv návrh byl zamı́tnut), rozhodne se prvńı d̊ustojńık stejně jako
před ńım kapitán: Navrhne rozděleńı, a když neńı přijato (ostrou) většinou,
bere si 20 zlat’́ak̊u, a nechá daľśı rozhodnut́ı na nejvyšš́ım podř́ızeném, druhém
d̊ustojńıkovi.

Rozhodovaćı proces jde rekurzivně dál.
Každý z pirát̊u je mazaný a sobecký, nezálež́ı mu na tom, kolik dostanou

ostatńı, hlavně, když źıská sám co nejv́ıc.

Otázka: Kolik dostane kapitán?

Řešeńı 3. Označ́ıme si piráty s klesaj́ıćı hodnost́ı jako 1. pirát (kapitán), 2.
pirát (prvńı d̊ustojńık), 3. pirát (druhý d̊ustojńık), 4. pirát a 5. pirát. Budeme
úlohu řešit odzadu, to znamená, že se nejdř́ıve pod́ıváme jaké rozděleńı může
nastat v př́ıpadě, že prvńı tři návrhy na rozděleńı budou zamı́tnuty (v př́ıpadě
zamı́tnut́ı všech návrh̊u dostane každý 20 zlat’́ak̊u).

a) 4. pirát rozděluje 40 zlat’́ak̊u mezi 2 piráty (4. a 5.). V tomto př́ıpadě do-
jde k rozděleńı 20:20. Žádné jiné rozděleńı neźıská většinu hlas̊u (s návrhem
muśı souhlasit oba dva piráti).

b) 3. pirát rozděluje 60 zlat’́ak̊u mezi 3 piráty (3., 4., 5.). 3. pirát může
navrhnout rozděleńı 39:21:0 nebo 39:0:21. V obou př́ıpadech kromě svého
hlasu źıská i hlas piráta s 21 zlat’́aky, který bude souhlasit, protože v př́ıpadě
nesouhlasu může źıskat maximálně 20 zlat’́ak̊u (viz. a)). Pirát s 0 zlat’́aky
bude přehlasován většinou.

c) 2. pirát rozděluje 80 zlat’́ak̊u mezi 4 piráty (2., 3., 4., 5.). Aby 2. pirát
źıskal co nejv́ıce zlat’́ak̊u, muśı navrhnout takové rozděleńı, se kterým budou
souhlasit tři piráti, pouze jeden hlas může být proti. V tomto kroku rozlǐśıme
dva př́ıpady.

Prvńı př́ıpad: 2. pirát předem v́ı, jaké ze dvou rozděleńı navrhne 3. pirát
(viz. b)). Předpokládejme pro určitost, že 3. pirát navrhne 39:21:0. V tomto
př́ıpadě může 2. pirát navrhnout rozděleńı 57:0:22:1. Všichni hlasuj́ıćı piráti
kromě 3. piráta s t́ımto návrhem budou souhlasit, protože dostanou v́ıce než
by dostali, kdyby nesouhlasili.

Druhý př́ıpad: 2. pirát předem nev́ı, jak se 3. pirát rozhodne, každý z
jeho dvou návrh̊u může nastat s pravděpodobnost́ı 50 je pr̊uměrný zisk 4. a
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5. piráta 10,5 zlat’́ak̊u a mohli by se dát koupit za 11 zlat’́ak̊u. 2. pirát navrhne
rozděleńı 58:0:11:11.

d) 1. pirát rozděluje 100 zlat’́ak̊u mezi 5 pirát̊u (1., 2., 3., 4., 5.). Aby 1.
pirát źıskal co nejv́ıce zlat’́ak̊u, muśı navrhnout takové rozděleńı, se kterým
budou souhlasit tři piráti, pouze dva hlasy mohou být proti. I v tomto kroku
rozlǐśıme dva př́ıpady podle toho, jestli je známo který návrh podá 3. pirát.

Prvńı př́ıpad: 1. pirát předem v́ı, jaké rozděleńı by navrhni piráti po něm
(pro určitost 2. pirát navrhne 57:0:22:1, viz. c)). V tomto př́ıpadě může 1.
pirát navrhnout rozděleńı 97:0:1:0:2. Souhlasit budou piráti 1., 3., 5., proti
budou piráti 2. a 4.

Druhý př́ıpad: 1. pirát předem nev́ı, jaký návrh podá 3. pirát, ale v́ı,
že v takovém př́ıpadě podá 2. pirát návrh 58:0:11:11 (viz. c)). Proto může
navrhnout rozděleńı 87:0:1:12:0 nebo 87:0:1:0:12.

Poznámka: Řešeńı tohoto př́ıkladu hodně záviśı na tom, jak budeme
chápat jeho zadáńı. V některých kroćıch může být daľśı postup ovlivněn t́ım,
jestli jsou piráti sṕı̌se v́ıce mazańı nebo v́ıce sobečt́ı. Proto neńı vyloučeno,
že může být považováno za správné i jiné řešeńı, než je uvedeno zde.

Odpověd’: Kapitán dostane 87 nebo 97 zlat’́ak̊u.

4. K danému čtverci ABCD se stranou a = 5 cm sestrojte čtyřúhelńık
KLMN tak, aby body A, B, C, D ležely po řadě uvnitř stran KL, LM , MN ,
NK, obsahy trojúhelńık̊u ABL, CBM , ADK, DCN byly (v daném pořad́ı) v
poměru 1:2:3:4, a aby součet těchto obsah̊u byl roven obsahu čtverce ABCD.

Řešeńı 4. Označme si vK , vL, vM , vN po řadě výšky v trojúhelńıćıch ADK,
ABL, CBM , DCN z vrchol̊u K, L, M, N , paty těchto kolmic označme K1,
L1, M1, N1.
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Pro obsahy trojúhelńık̊u plat́ı následuj́ıćı vztahy:

SABL =
1

2
|AB| · vL, SCBM =

1

2
|CB| · vM ,

SADK =
1

2
|AD| · vK , SDCN =

1

2
|DC| · vN ,

Ze zadáńı př́ıkladu odvod́ıme daľśı podmı́nky:

SABL : SCBM : SADK : SDCN = 1 : 2 : 3 : 4 (8)

SABL + SCBM + SADK + SDCN = a2 (9)

|AB| = |CB| = |AD| = |DC| = a = 5 (10)

Z podmı́nek (9) a (10) źıskáme požadavek na součet výšek

vL + vM + vK + vN = 25,

z podmı́nek (8) a (10) źıskáme požadavek na poměr výšek

vL : vM : vK : vN = 1 : 2 : 3 : 4,

Existuje pouze jediné řešeńı posledńıch dvou rovnic

vL = 1, vM = 2, vK = 3, vN = 4.

21



Pravoúhlé trojúhelńıky LL1B a BM1M jsou podobné. Označ́ıme-li si
x = |L1B|, dostaneme z podobnosti

1

x
=

|M1B|
2

⇒ |M1B| =
2

x
.

Z obrázku vid́ıme, že

|M1C| = 5 − |M1B| = 5 − 2

x
=

5x − 2

x
.

Analogicky z podobnosti trojúhelńık̊u MM1C a CN1N dostaneme

2
5x−2

x

=
|N1C|

4
⇒ |N1C| =

8x

5x − 2
,

dopoč́ıtáme

|N1D| = 5 − |N1C| = 5 − 8x

5x − 2
=

17x − 10

5x − 2
,

z podobnosti trojúhelńık̊u NN1D a DK1K dostaneme

4
17x−10
5x−2

=
|K1D|

3
⇒ |K1D| =

60x − 24

17x − 10
,

dopoč́ıtáme

|K1A| = 5 − |K1D| = 5 − 60x − 24

17x − 10
=

25x − 26

17x − 10
,

z podobnosti trojúhelńık̊u KK1A a AL1L dostaneme

3
25x−26
17x−10

=
|L1A|

1
⇒ |L1A| =

51x − 30

25x − 26
,

dopoč́ıtáme

|L1B| = 5 − |L1A| = 5 − 51x − 30

25x − 26
=

74x − 100

25x − 26
,

ale |L1B| = x. Vyřeš́ıme rovnici

74x − 100

25x − 26
= x ⇔ 25x2 − 100x + 100 = 0 ⇔ x2 − 4x + 4 = 0.

22



Tato kvadratická rovnice má jediný dvojnásobný kořen x = 2. Nyńı známe
všechny údaje, které potřebujeme ke zkonstruováńı čtyřúhelńıku KLMN .

Konstrukci čtyřúhelńıku KLMN provedeme následuj́ıćım zp̊usobem. Se-
stroj́ıme čtverec ABCD s délkou strany a = 5. Vně čtverce ke každé straně
AB, BC, CD a DA sestroj́ıme rovnoběžku p1, p2, p3 a p4 ve vzdálenosti,
která je stejná jako velikost výšky na tutéž stranu čtverce. Uvnitř strany
AB sestroj́ıme bod L1 jako pr̊useč́ık úsečky AB a kružnice se středem v B a
poloměrem 2. Bodem L1 vedeme kolmici na stranu AB, pr̊useč́ık této kolmice
s odpov́ıdaj́ıćı rovnoběžkou p1 označ́ıme L. Spoj́ıme body L a B a pr̊useč́ık
této spojnice s rovnoběžkou p2 označ́ıme M . Spoj́ıme body M a C a pr̊useč́ık
této spojnice s rovnoběžkou p3 označ́ıme N . Spoj́ıme body N a D a pr̊useč́ık
této spojnice s rovnoběžkou p4 označ́ıme K. Spojeńım bod̊u K a L źıskáme
hledaný čtyř̊uhelńık KLMN .

Poznámka: Teoreticky zde existuje možnost, že některý z vrchol̊u K, L,
M , N může ležet uvnitř čtverce ABCD, ale ve všech takových př́ıpadech
zjist́ıme, že dojdeme ke sporu. Výsledkem těchto úvah pak je, že zkonstruo-
vané řešeńı je jediné.

5. Ukažte, že alespoň jedno z celých č́ısel a, b, c, splňuj́ıćıch rovnost a2 +
b2 = c2, je dělitelné třemi.

Řešeńı 5. Obě strany rovnice budeme uvažovat modulo 3. Č́ıslo, které je
dělitelné 3, je kongruentńı 0 mod 3 (protože zbytek po vyděleńı č́ıslem 3 je
0). Ostatńı č́ısla jsou kongruentńı 1 mod 3 nebo 2 mod 3. To znamená, že
libovolné č́ıslo x lze napsat ve tvaru x = 3k + l, kde k ∈ Z a l je 0, 1 nebo
2. Pro č́ıslo x2 pak plat́ı x2 = (3k + l)2 = 3(3k2 + 2kl) + l2 (pro l = 0 nebo
1 je l2 = l kongruentńı l mod 3, pro l = 2 je l2 = 4 kongruentńı 1 mod 3).
Mohou nastat tyto př́ıpady:

x je kongruentńı 0 mod 3 ⇒ x2 je kongruentńı 0 mod 3,

x je kongruentńı 1 mod 3 ⇒ x2 je kongruentńı 1 mod 3,

x je kongruentńı 2 mod 3 ⇒ x2 je kongruentńı 1 mod 3,

Vrat’me se nyńı k zadané rovnosti a2 +b2 = c2. Vyzkouš́ıme všechny možnosti
dosazeńı 0 nebo 1 mod 3 za všechny druhé mocniny a zjist́ıme, že rovnost
nastává pouze v těchto př́ıpadech:

0 + 0 = 0 mod 3
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0 + 1 = 1 mod 3

1 + 0 = 1 mod 3

V prvńım př́ıpadě jsou všechna č́ısla a, b, c dělitelná 3, v druhém př́ıpadě je
a dělitelné třemi, ve třet́ım př́ıpadě je b dělitelné třemi. ukázali jsme, že ve
všech možných př́ıpadech je alespoň jedno z č́ısel a, b, c dělitelné 3.

Jiný zp̊usob řešeńı: Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že č́ısla
a, b, c nejsou dělitelná 3. Stejně jako v předchoźım řešeńı odvod́ıme, že druhá
mocnina x2 č́ısla x dává zbytek 0 nebo 1 po vyděleńı 3. Č́ısla a, b, c nejsou
dělitelná 3, to znamená, že a2, b2, c2 dávaj́ı zbytek 1 po vyděleńı 3. Dosad́ıme
do rovnice

1 + 1 = 1 mod 3

Tato rovnost ale neplat́ı, dostáváme spor. Původńı předpoklad neplat́ı. Ale-
spoň jedno z č́ısel a, b, c muśı být dělitelné 3.

6. Ukažte matematickou indukćı, že pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı
rovnost

12 + 32 + 52 + · · · + (2n − 1)2 =
1

3
n(2n + 1)(2n − 1).

Řešeńı 6. Ukážeme, že rovnost plat́ı pro n = 1. Dosad́ıme

12 =
1

3
· 1 · 3 · 1 ⇔ 1 = 1.

Zadaná rovnost plat́ı pro n = 1.
Předpokládejme nyńı, že rovnost plat́ı pro n = k, tj. že plat́ı

12 + 32 + 52 + · · · + (2k − 1)2 =
1

3
k(2k + 1)(2k − 1). (11)

Chceme ukázat, že pak rovnost plat́ı i pro n = k + 1, tj že plat́ı

12 + 32 + 52 + · · · + (2(k + 1) − 1)2 ?
=

1

3
(k + 1)(2(k + 1) + 1)(2(k + 1) − 1).
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Budeme upravovat nejdř́ıve levou stranu posledńı rovnosti a ukážeme, že se
rovná pravé straně rovnosti (najdeme část levé strany L, která je stejná jako
levá strana rovnosti (11) a nahrad́ıme ji pravou stranou rovnosti (11)).
L = 12+32+52+· · ·+(2k−1)2+(2(k+1)−1)2 = 12+32+52+· · ·+(2k−1)2+
(2k+1)2 = 1

3
k(2k+1)(2k−1)+(2k+1)2 = 1

3
(2k+1)(k(2k−1)+3(2k+1)) =

1
3
(2k+1)(2k2−k+6k+3) = 1

3
(2k+1)(2k+3)(k+1) = 1

3
(k+1)(2k+3)(2k+1).

Úpravou pravé strany dostaneme
P = 1

3
(k + 1)(2k + 3)(2k + 1).

Dostáváme rovnost L = P .
Matematickou indukćı jsme ukázali, že uvedená rovnost plat́ı pro každé

přirozené č́ıslo n.
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[2] Kuřina, F., Uměńı vidět v matematice, 1. vyd., SPN, Praha, 1990.

[3] Opava, Z., Matematika kolem nás, 1. vydáńı, Albatros, Praha, 1989.
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