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Deélitelnost celych cisel

Definice:
Rekneme, ze celé ¢islo b je délitelné cislem a, jestlize existuje celé ¢islo ¢
tak, ze plati

a-c=b. (1)

Piseme pak a|b (muzeme téz iikat a déli b, nebo b je ndsobek a).
Jestlize neexistuje takové celé ¢islo ¢, aby platila rovnost (1) fikdme, ze
¢islo a nedéli ¢islo b.

Z definice pifimo vyplyva:

a) Cislo nula je délitelné kazdym celym éislem.
b) Jediné ¢islo, které je délitelné nulou, je nula.
c) Cisla 1, —1 deélf kazdé celé éislo.

d) Pro libovolné celé ¢islo a plati ala.

e) Pro libovolna celd ¢isla a, b, ¢ plati

alb Able = alc (2)
albANale = a|(b+c)ANal(b—c) (3)
c#0 = (alb < aclbe) (4)
albAb>0 = a<b. (5)

Jednou z vlastnosti celych cisel je, ze je-li a-b = 0, pak a = 0Vb = 0. Jinak
feteno nemuze platit, ze a i b jsou zaroven nenulové a splnuji vyse uvede-
nou rovnost.Tato zdanlivé zirejma vlastnost nemusi platit v teori délitelnosti
na jinych mnozinach nez jsou celd cisla. Napf. vyndsobime-li dva nenulové
polynomy muzeme dostat nulovy polynom.

Podle vlastnosti délitelnosti (resp. nedélitelnosti) ¢islem 2 muzeme mnozinu
celych éisel rozdélit na podmnozinu sudych (resp. lichych ¢isel).

Priiklad:

Zjistéte, pro kterd pfirozend éisla n je éislo n? + 4 délitelné cislem n + 2.
Reseni:

Cislo n+2 délf éislo n?—4, protoze n>—4 = (n+2)-(n—2). Piedpoklddejme,
7e n+ 2 deéli n? 4 4. Zaroven tedy déli rozdil (n?+4) — (n? —4) = 8. Budeme-
li povazovat i 0 za prirozené ¢islo, pak z faktu (n + 2)|8 plyne, ze n, které
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vyhovuje zadani ptrikladu, spliiuje jednu z rovnic n+2 =2, n+2 =4, n+2 =
8. Tedy n muze nabyvat hodnot 0, 2, 6.

Zadani a reSeni 1. kola

1. Reste v oboru redlnych ¢isel rovnici

92 =2
| cos

kde « je parametr. (Ve jmenovateli je absolutni hodnota.)

Reseni 1. Podminky: |cosa| # 0 a # 5+ k.
Resime kvadratickou rovnici: 2 - [cosa| - 22 — 22 4+ 1 =0,

24++/4—-8| cos o

4+ cos )

ResSeni rovnice:

T19 = kde 4 — 8| cosa| > 0, po tpravéch 0 < |cosa < £,

a€<z+k7r,z+k7r>u (g+kﬂ,§7r—|—k7r>, keZ
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2. Dokazte, ze 2" + 5" neni pro zadné piirozené n prvoéislem.
Reseni 2. Ozna¢ime mnozinu pfirozenych ¢isel pismenem N.

a) Uvazujme, ze mnozina N obsahuje ¢islo 0, pak pro n = 0 plati 2! +5° = 3,
coz je prvocislo. Tvrzeni neplati a nelze ho tedy dokézat.

b) Budeme uvazovat, ze mnozina N neobsahuje 0.

Prvni zptisob reSeni:

Prostudujme nejdiive, jaké hodnoty nabyva dvojélen 2**t! + 5" pro malé n.
Vypocty uspoiaddme do tabulky, z niz je patrnd domnénka, ze 2"+ + 57 je
pro kazdé n délitelné ¢islem 3.

2~ 5n | 2ntt 457
4 15 9
8 | 25 33
16 | 125 141
32 | 625| 657

B ow o —S

Dokazujeme tuto hypotézu matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni
ziejmé.

Predpokladejme, Ze ¢islo 27! + 5" je délitelné tiemi. Existuje tedy k& tak,
ze plati 27! 4+ 5" = 3k. Chceme ukdzat, Ze také ¢islo 2772 4 577! je délitelné
tfemi. Plat{ 272 4 571 = 2.2 4 (2 4 3). 5" =2.2"FL 4 2. 5" 4 3. 5" =
=2(2"H +57) +3.5" =23k +3-5" = 3(2k +5") = 3h ,kde h = 2k + 5.
Pro kazdé piirozené n je tedy ¢islo 271 4-5" slozené a nemiize byt prvocislem.

Druhy zpiusob FeSeni: Vyraz 2! + 5" upravime na tvar 3-2" + (5" —2") a
ve druhém séitanci vyuzijeme vzorec a™ —b" = (a—0b)(a" "' +a"2b+a"3b* +
<-4 ab"? + ") (n € N). Vidime, Ze oba scitance jsou délitelné 3. Vyraz
27+l 1 57 e tedy pro kazdé piirozené ¢islo n délitelny tfemi a nemuze byt
prvocislem, protoze nabyva hodnot, které jsou ruzné od 3.

3. Zaci dostali za 1ikol vymyslet slovni piiklad. Libor vymyslel tento:

Prvnim a druhym kohoutkem natec¢e dohromady za hodinu p hektolitru vody.
Druhym a tfetim (dohromady) natece za hodinu o 30 hektolitru vice. Tretim
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a ¢tvrtym (dohromady) natece za hodinu dvakrat vice nez druhym a tretim.
Prvnim a ¢tvrtym (dohromady) natece za hodinu o 20 hektolitru vice nez
prvnim a druhym. Kolik hektolitru vody natece za hodinu kazdym kohoutkem
zv1ast?

Vyfteste Liboruv problém.

Reseni 3. Prvn{ kohoutek ... A, druhy kohoutek . .. B, tfet{ kohoutek . .. C,
¢tvrty kohoutek ... D.

A+B ... Phl/hod.
B+C ... P+30nhl/hod.
C+D ... 2(P+30) hl/hod.
A+D ... P+20hl/hod.
Za hodinu natece vSemi A + B + C' + D hl vody,
A+ B]+[C+ D] = [B+C|+[A+ D]
P+2(P+30) = P+30+P+20
2P+30 = P+20
P = -10

Nemtze natéct zaporny pocet hektolitrii. Uloha nemd FeSeni.

Uvedenou ulohu lze také tesit soustavou ctyrech rovnich o ¢tyfech nez-
namych s parametrem. Tyto rovnice snadno sestavime ze zadani. Soustava
ma feseni pouze pro hodnotu parametru p = —10 a feSeni neni jediné, je jich
nekoneéné mnoho. Srovname-li vysledek se zaddnim (nemuze natéct zdporny
pocet hektolitrr). Uloha nemd Fesen.

4. V oboru redlnych ¢isel naleznété vSechna teseni soustavy
1+ To+ 23 = 0,

ZL’2+(L’3+ZL’4:0,
T3+ x4 + x5 =0,

Tog + Tgg + X100 = 0,
Tgg + T100 + 21 = 0,
T100 + 1 + 22 = 0,
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ResSeni 4. Z prvni a druhé rovnice vidime, Ze x1 + xo + x3 — (2 + 23+ 14) =
x1 — x4 =0, tj. 1 = 14 ze Ctvrté a paté rovnice dostaneme x4 = x7, atd. az
se dostaneme k rovnostem w9y = g7, Tg7 = X100, z posledni a prvni rovnice

mame g9 = x3, pokracujeme dal x3 = xg, ..., Tgg = Tog, Tog = Ta, To = T5,
..., Tgg = 1. Zjistili jsme, ze pokud mé soustava feSeni, pak se musi vSechy
kotfeny rovnat, tj. x1 = 9 = ... = x190 = x. Dosazenim do prvni rovnice

zjistime, ze musi platit zaroven 3x = 0, tj. x = 0. Soustava ma jediné Teseni
.1'1:.1'2:...:.1'100:0.

5. Urcete, pro ktera cela cisla n je ¢islo 7n 4 1 délitelné ¢islem 3n + 4.

Reseni 5. Jestlize (3n+4)|7n + 1, pak (3n+4)|(7- (3n+4) —3-(Tn+ 1)),
po upravé (3n + 4)|25, tj. 3n +4 € {£1,£5, 425}, odkud n € {-3,—1,7}.

6. a) Na dveé vazeni zjistéte, kterd z deviti stejné vypadajicich kouli je
leh¢i. Miuzete pouzit jen rovnoramenné vahy bez zavazi.
b) Za stejnych podminek jako v predchézejici tiloze zjistéte lehéi kouli
mezi osmi stejné vypadajicimi koulemi.

Reseni 6.

a) Rozdeélime devét kouli na tii stejné skupiny a na obé misky vah polozime
po tiech koulich. Tteti skupinu ponechdme stranou (prvni vazeni).

Prvni pripad: Vahy jsou v rovnovaze, hledana koule je potom v hromédce,
kterou jsme odlozili. Vezmeme z téchto tii kouli kterékoliv dvé a kazdou z
nich polozime na jednu misku vah (druhé vazeni). Nebudou-li vahy nyni v
rovnovaze, bude miska s leh¢i kouli nahotre, budou-li v rovnovéze, je lehci ta
koule, kterou jsme na vahu nedali.

Druhy ptipad: Vahy nejsou v rovnovaze. Hledana koule je tedy na té
misce, kterd je nahofe. V tomto piipadé najdeme z téchto kouli druhym
vazenim jako v prvnim pripadé lehéi kouli.

b) Rozdélime osm kouli na tfi nestejné hroméadky. Dvé po trech koulich
a jedna ze dvou. Polozime na vahy prvni dvé hromadky, na kazdou misku
tii koule (prvni vazeni). Zustanou-li vahy v rovnovéze, je hledana koule mezi
zbylymi dvéma a snadno je pfi druhém vazeni pozname. Jestlize se vahy
z rovnovahy vychyli, je leh¢i koule na té misce, kterd je nahote. Vezmeme
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z nich libovolné dvé a kazdou polozime na jednu misku vah (druhé vazeni).
Nebudou-li misky v rovnovaze, bude opét miska s leh¢i kouli nahote. Budou-li
obé koule na vahach stejné tézké, je lehéi ta koule, kterd na vahach nebyla.

Zadani a reSeni 2. kola

1. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené éislo n je &fslo 722742 —47%n 2827 —1
délitelné cislem 25.

Reseni 1. Pro feseni vyuzijeme mocninny rozvoj

(a+b)"=a"+ (T) a" b+ (Z) a" b 4+ ( " 1) ab" '+ b".
n—

Cislo 72272 — 4727 4 28271 postupné upravujeme

792 _ 4720 4 9821 — (75 — 3)20+2 _ (50 — 3)2 4 (25 + 3)21 =

THIT2 4 () 7L (=3) 4 () T (=3)2 4+ ()75 (—3)H +
(_3)2n+2

_502n_ (QITL) 5021171 . (_3) o (QQTL) 5021172 . (_3)2+ L (227z1) 50- (_3)2n71 o (_3)271
+ 25277,—1 4 (2711—1) 252n—2 .34+ (2712—1) 25271,—3 . 32 4t (;Z:;) 25 . 32n—2 + 32n—1

Vsechny mocniny (vétsi nez 0) ¢isel 75,50 a 25 jsou délitelné cislem 25.
K tomu, aby cely vyraz byl délitelny cislem 25, staci ukazat, ze je ¢islem 25
delitelny vyraz (—3)*"+2 — (=3)?" + 32771, Plat{

(_3)27‘L+2 _ (_3)271 + 3277,—1 — 32714—2 _ 321’L + 3271—1 — (33 o 3 + 1) . 3271—1
=(27-3+1)-3" 1 =25.3""1

coz je délitelné 25 pro kazdé ptirozené ¢islo n. (V prvni rovnosti jsme vyuzili
vlastnost, ze sudd mocnina ¢isla —3 je stejné jako sudd mocnina ¢isla 3.)

Ukézali jsme, Ze pro libovolné piirozené éislo n je &slo 722742 — 472" 4
2827=1 delitelné ¢islem 25.

Jiny zpusob feSeni: Pouzijeme matematickou indukci.
)n=1:
724 — 47?2 + 281 =26 871 675 = 25 -1 074 867



Pro n =1 je vyraz délitelny 25.
2) Predpokladejme, ze pro n = k je vyraz délitelny 25, tj. ze plati
722 47 4 2821 = 95. ) (6)

pro néjaké prirozené cislo h.
Chceme ukazat, ze pak i pro n = k + 1 je vyraz délitelny 25. Dosadime
n =k + 1 a upravujeme
722(k+1)+2 o 472(k+1) + 282(k:+1)—1 —
— 722k+4 _ 472k+2 + 282k+1 —
=727 . 722 472 47 4 287 . 2871 =
= 282(722kH2 — 472k 4 282k1) 4 (722 — 282) . 722k+2 _ (472 — 28%)4T?F =
= 78425 h + 4400 - 722%F+2 — 1425 - 47% =
=25 (784 - h+ 176 - 72242 — 57 . 47%k),
ve ¢tvrtém Fadku jsme vyraz 722642 — 472k 4 28%K—1 nahradili 25 - h (podle
ptredpokladu (6)).
Zjistili jsme, Ze vyraz 72264 — 47242k 1 982%F+1 e také délitelny 25.

Pomoci matematické indukce jsme ukézali, Ze vyraz 72272 — 472 428201
je délitelny 25 pro kazdé ptirozené cislo n.

2. Petr ptisel za Pavlem se zajimavou tlohou. ,,Ptedpokladej, ze ¢islo a se
rovnd ¢islu b.“ Pavel pak sledoval dalsi Petruv postup. Budeme jej sledovat
i my: Necht' a = b. Vynasobime obé strany ¢islem a, tedy

a’ = ab.
Pak k obéma strandm rovnice pfi¢teme a? — 2ab:
a’ +a® — 2ab = a® — ab.

Upravime na
2(a® — ab) = a® — ab.

Nakonec vydélime obé strany rovnice vyrazem a? — ab, a dostaneme

2=1



,Najdes chybu v mém postupu, Pavle?“ tika Petr. , Ale vzdyt to je jasné,*
odpovida Pavel. Naleznete tuto chybu i vy?

Reseni 2. V poslednim kroku délime vyrazem a? — ab, ktery je ale podle
predpokladu nulovy, protoze a? = ab. Déleni nulou neni ekvivalentni dpravou
a to je ta chyba, které se dopustil Petr.

3. Dne 1. ledna v 0.00 hodin dva pratelé zpozorovali, Ze na Zemi pristala
vesmirnd lod’ s mimozemskou civilizaci. Béhem 15 minut védély o pristani
jejich manzelky. Béhem dalsich 15 minut sdélil kazdy z nich tuto udalost
svému znamému, takze o udalosti védélo pil hodiny po pulnoci uz 8 lidi. A
ted’ predpokladejme, ze by se tato zprava mohla sitit po ¢tvrt hodinach i na
dalsi obyvatele Zemé. Ktery den a v kolik hodin by se o pristani dozvédéli
vSichni lidé na Zemi?

Reseni 3. Po kazdych patndcti minutéch bude o pfistani védét dvojndsobny
pocet lidi (nebudeme uvazovat piipady, kdy se o pristani dozvi jeden ¢lovéek
vicekréat). Odvodime vztah mezi uplynulym casem a poctem lidi.

O pulnoci vi o pristani 2 lidé,

po 15 minutdch vi o piistani 2 - 2 = 22 = 4 lidé,

po 2 - 15 = 30 minutdch vi o pfistani 2 - 22 = 23 = 8 lidi,
po 3 - 15 = 45 minutdch vi o pfistani 2 - 23 = 2* = 16 lidi,

po n - 15 minutéch vi o piistdni 2 - 2" = 27+ lidj.

Predpokladejme, Ze na zemi zije okolo 6,5 miliard lidi. Potfebujeme najit
nejmens{ pfirozené éfslo n tak, aby platilo 27! > 6,5-10°. P¥fmym vypoctem
zjistime, Ze 232 = 4294967296 < 6,5 - 10 a 23 = 8589934592 > 6,5 - 10°.
Hledanym nejmensim pfirozenym cislem je tedy ¢islo n = 32. Vsichni lidé
na zemi budou védét o pristani po n - 15 = 32 - 15 = 480 minutach, coz je 8
hodin.

Zjistili jsme, ze vSichni lidé na Zemi budou o pristani védét 1. ledna v 8:00
hodin réno.

4. Najdeéte vSechny takové funkce f, definované na mnoziné vsech realnych
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¢isel, které pro libovolna redlna ¢isla z, y splnuji vztah

fla+y)+ fla—y) =2f(x) + 34> — f(y).

Reseni 4. Uvedeny vztah mé platit pro viechna redlnd éisla z,y. Zvolme
napi. x = 0, y = 0. Dostaneme

F(O+0) + f(0—0) =2f(0) +3-0* = £(0),
odkud plyne, Ze
7(0) = 0.
Pokud zvolime x = y, dostaneme
flx+2)+ f(r — ) = 2f(2) + 32° — f(2),
po dpraveé (s vyuzitim jiz dokdzané rovnosti f(0) = 0)
f(2z) = f(x) + 322

Zkusme nyni zvolit 2 = 0 a y libovolné a dostaneme

FO+y) +f(0—y) =2f(0) +3y* = f(y) < 2f(y)+ f(—y) = 3y*
Podobné pro = 0 a y = —y plat
FO+H=y))+f(0—(=y) = 2f(0)+3(~y)*~f(~y) & 2f(-y)+fly) = 3y>.

Kazdé feseni puvodniho problému musi splinovat vSechny uvedené rovnosti.
Jedinym fesenfm soustavy dvou rovnic 2f(y) + f(—y) = 3y* a 2f(—y) +

fly) = 3y?, které dostaneme napiiklad tak, Ze prvni rovnici vyndsobime
dvéma a druhou od ni odecteme, je funkce
fly) =y

Dosazenim zjistime, jestli je tato funkce reSenim i puvodniho problému. Na
levé strané puvodni rovnice dostaneme

fa+y)+ fla—y) = @+y)°+ (z —y)* =227 + 27,

11



Na pravé strané puvodni rovnice dostaneme
2f(x) + 3y — fy) = 2% + 3y* — y* = 2% + 2"

Obé strany se rovnaji a funkce f(x) = 2? je jedinym Fesenim zadané rovnice
flx+y)+ flz—y) =2f(z) +3y* - f(y).

Jiny zpusob feSeni: Puvodni rovnici upravime na tvar

fy) =2f(x)+3y> = fx+y) — flz—y). (7)

Dosazenim ¢isla —y misto ¢isla y mame rovnici

f(=y) =2f(2) +3(=y)* = fz + () = f(z = (-y)).

Snadno zjistime, ze pravé strany obou rovnic jsou stejné, tedy se musi rovnat
i strany levé

(Fesenim musi byt sudd funkce).
Do prvni upravené rovnice (7) dosadime x = 0 a y = 0, zjistime, ze

F(0) = 2£(0)+3-0* = f(0+0)— f(0—0) &  f(0) =0,
Pokud do prvni upravené rovnice (7) dosadime pouze x = 0, dostaneme
fy) =2£(0) +3y* = f(0+y) — f(0—y).

Tento vztah upravime s vyuzitim rovnosti f(y) = f(—y) a f(0) = 0.
fly)=2-0+3y" = f(y) — f(y)

3f(y) = 3y°
fly) =y

Po provedeni zkousky (dosazenim do zadani) zjistime, ze funkce f(z) = x
je jedinym feSenim zadané rovnice.

2

5. Méme tti hiebiky, které maji prufez ve tvaru kruhu, ¢tverce, rovnos-
tranného trojihelniku. Strana ¢tverce méri 1 mm a prufez hiebiki mé stejnou
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velikost. Ktery z hiebiku jde nejhtte vytahnout, jsou-li zarazeny do hloubky
3em?

(Napoveéda: Nejpevnéji drzi hiebik, ktery se okolntho materidlu dotyké
nejveétsim povrchem.)

Reseni 5. Mdme hiebiky s prifezem ve tvaru kruhu, ¢tverce a rovnos-
tranného trojuhelnika. Povrch zarazené casti hiebiku muzeme pocitat jako
povrch valce nebo hranolu s vyskou 3 cm. Vztah mezi velikostmi povrchu
bude zalezet jen na velikosti obvodu podstav a nezélezi na vysce, protoze je
stejnd. Povrch hrotu hiebiku je vzhledem k celkovému povrchu zanedbatelny,
proto ho nebudeme uvazovat.

Ctverec o strané 1mm ma obsah

So = 1mm?

a obvod
og =4mm

Rovnostranny trojihelnik ma podle zadani stejny obsah Sx = 1mm?,

délku jeho strany a vypocCteme ze vzorce

2 4
SA:\/ga o a= ¥ s s mm,
4 V3

obvod je pak

on =3-a=4,56mm

Kruh mé podle zadéni také stejny obsah S, = 1mm?, velikost jeho
poloméru r vypocteme ze vzorce

So .
Sy = mr? = r=14/— = 0,56 mm,
T
obvod je pak
0, = 2mr = 3,52mm

Porovnanim obvodu zjistime, ktery hiebik ma nejvétsi povrch a bude
proto drzet nejpevnéji
op > 00 > 0.
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Nejhute pujde vytahnout hiebik s prurezem ve tvaru rovnostranného troj-
uhelnika.

6. Dokazte, ze kazdy rok je patek tfinactého.

Reseni 6. Kazdy rok pripadne 1. leden na jeden den v tydnu od pondéli
do nedéle, oznacme si ho D. Podle kalendaie uréime, na které dny ptripadnou
tiinacté dny v meésici v zavislosti na dni D. Napt. 13. ledna bude v den
D +5 (pro D=pondéli bude 13. ledna v sobotu, pro D=patek bude 13. ledna
ve stfedu). Spravné bychom méli psat D + 12, ale pro urceni dnu v tydnu
muzeme nasobky sedmi vynechat, staci pripocitat pét dni. Stejnym zpusobem
zjistime, ze 13. tnor piipadne na den D + 1. V ostatnich mésicich musime
rozliSovat prestupny a neprestupny rok. Vysledné urc¢eni dnu je shrnuto do
tabulky:.

Nepiestupny rok Piestupny rok
1. leden D 1. leden D

13. leden D+5 13. leden D+5
13. inor D+1 13. tinor D+1
13. bfezen D+1 13. brezen D+2
13. duben D+4 13. duben D+5
13. kvéten | D +6 13. kvéten | D

13. ¢erven D+2 13. ¢erven D+3
13. ¢ervenec | D + 4 13. cervenec | D + 5
13. srpen D 13. srpen D+1
13. zari D+3 13. zari D+4
13. ijen D+5 13. tijen D+6
13. listopad | D + 1 13. listopad | D + 2
13. prosinec | D + 3 13. prosinec | D + 4

Podivame-li se do tabulky, zjistime, Ze tfinacté dny v meésici zabiraji kazdy
rok (nepfestupny i prestupny) vSechny dny v tydnu D, D+ 1, D+ 2, D + 3,
D+4, D+5, D+ 6, jeden znich je tedy urcité patek. Na zakladé tabulky
jsme ukaézali, ze kazdy rok musi byt patek tiinactého.

Dusledky: Pro konkrétni D muzeme z tabulky pfimo urcit, ve kterych
meésicich bude patek tfinactého. Napr. rok 2002 zacal 1. ledna v D=utery,
patku odpovida den D + 3. Rok 2002 neni prestupny. Z tabulky zjistime, ze
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letos bude patek tfinactého v zaii a v prosinci.

Z tabulky se da také poznat, ze patek trinactého muze byt v jednom
kalendafnim roce maximélné t¥ikrat (pro neprestupny rok se opakuje tikrat
den D + 1, rok zac¢ina ve ¢tvrtek, pro prestupny rok je to den D + 5, rok
zacind v nedeli).

Diofantické rovnice

Diofantické rovnice jsou rovnice, jejichz feseni hledame na mnoziné celych
¢isel. Jedna se o jednu z vyznamnych casti teorie ¢isel. Formulace problému
je celkem snadnd, o to obtiznéjsi je pak vlastni feSeni. Objasnime si tuto
problematiku na ptikladech.

Priklad 1:

Pro ktera piirozend ¢isla x, y existuje feSeni rovnice 322 — Ty? = —1.

Reseni: Prvni otdzkou je, zda-li takové feseni vitbec existuje. Metodou pokus-
omyl se snadno presvédcéime, ze feSenim jsou x = 3, y = 2. Existuji dalsi
feSeni této rovnice a kolik jich vlastné dohromady je? NaSe rovnice ma
nekone¢né mnoho reseni. Vyuzijeme nésledujici trik: uvazujme identitu 3(55a+
84b)* — 7(36a + 55b)? = 3a* — Tb*. Splauji-li prirozend ¢isla © = a, y = b
rovnici 322 — Ty? = —1, pak ji splituji i ¢isla x = 55a + 84b a y = 36a + 5b.
Takze z jediného Teseni x = 3 a y = 2 dostaneme nekone¢né mnoho fesSeni.
Problémem tedy zustava jediné ona identita, jejiz nalezeni muze byt obtizné.

Priklad 2:
Rovnice 22 = 3 — 82 + 2y? nem4 feseni pro celd &isla x, y, 2.

Reseni: Budeme postupovat sporem. Predpoklddejme, Ze feseni existuje a
odvodime spor. K tomuto ucelu je vhodné pocitat obé strany rovnice modulo
néjaké éislo. Cislo 22 je kongruentnf 0,1,4 mod 8 (tzn. levd strana rovnice
po vydéleni ¢islem 8 dava zbytek 0,1,4). Pokud je y sudé, pak pro pravou
stranu 3 — 8z +2y? je kongruentni 3 mod 8 (8z(mod 8) = 0(mod 8), y = 2k),
coz nelze. Je-li y liché, pak 3 — 8z + 2y? je kongruentn{ 5(mod 8), coZ opét
nemuze byt. Dostali jsme spor s predpokladem a feSeni tedy neexistuje.

Obecna teorie pomoci které by bylo mozné tesit libovolné diofantické rovnice
neexistuje.
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Zadani a reSeni 3. kola

1. Historickd tloha (iloha Leonarda Pisanského ze 13. stoleti).
Dveé véze jsou od sebe vzdaleny 50 loktu a jsou 40 loktu a 30 loktu vysoké.
Mezi nimi je kasna, k niz se z vrcholu obou vézi spustili ve stejny okamzik
dva holubi, kteti proletéli stejnou drahu. Urcete vzdélenost kasny od obou
VEZL.

Reseni 1. Situace je zndzornéna na obrazku. Vidime zde dva pravouhlé
trojihelniky se stejnou preponou, pro které plati Pythagorova véta:

y? = 40% + 22, y? = 30% + (50 — z)?
Levé strany se rovnaji. Z rovnosti pravych stran postupné dostavame

402 + 22 = 307 + 2500 — 100z + 22
100z = 1800
r = 18

50

Kasna je vzdélena 18 loktu od vyssi véze a 32 loktu od nizsi véze.
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2. Na c¢tvercové zahradé roste v pravidelnych rozestupech 9 x 9 = 81
stromu, které ji rozdéluji na 64 stejnych malych ¢tvercu (viz. obrézek).

I S I S R 3
ik 3

&3
o €

R S R A S R
&M

R R S S S S A

M M
[OVA SRR SVA |

M sMm M ™ ™M M
[SVS SERNNEN VS SRR VS SEEEE VS SN VA B VS

S R S
L S

&8

S R S R
S R SR S

{,}_{:}_{}Imr{}lwlﬂg

CRRL

Ve cvercich oznacenych ¢isly 1 az 6 jsou postaveny domy. Zahrada je
ohranicena plotem, ktery ma ¢tyfi brany, oznacené ¢isly 3 az 6. Obyvatelé
domu 3 se dostavaji do zahrady branou ¢islo 3, podobné obyvatelé domu 4,
5 a 6 se do zahrady dostavaji branou se stejnym ¢islem 4, 5 a 6. V domech
1 a 2 ziji lidé, kteii ze zahrady neodchézeji, pouze se mezi sebou navstévuji.
Vysrafovana ¢ast mezi domy 1 a 2 oznacuje cestu. Obyvatelé domu 3 az
6 se rozhodli, ze si taky postavi cesty ke svym domovum a ze to udélaji
nasledujicim zpusobem. Kazda cesta bude spojovat dum a branu se stejnym
¢islem, v kazdém c¢tverci bude maximalné jedna cesta a zadné dvé cesty se
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nebudou protinat (ani s jiz existujici cestou mezi 1 a 2).

Zjistéte, zda lze takové cesty postavit pii splnéni vSech pozadavku. V kladném
pripadé nakreslete, kudy cesty povedou.

Reseni 2. Cesty s uvedenymi vlastnostmi postavit 1ze. ReSeni je znazornéno

na obrazku.
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3. Pét pirdatu uloupi poklad se 100 zlatymi mincemi. Pirati jsou jed-
noznacné sefazeni s klesajici hodnosti a podeéli se o poklad takto:

Nejvyssi, kapitan, prohlasi, ze navrhne rozdéleni penéz vsem ¢lentum posadky,
o kterém se bude hlasovat. V piipadé, ze jeho nédvrh nebude prijaty, bere
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si svoji pétinu, tedy 20 zlataku, a nechd dalsi rozdélovani na nejvyssim
podiizeném, prvnim dustojnikovi.

V pripadé, ze se prvni dustojnik dostane k rozdélovani zbylych 80 zlataku
(tedy kapitanuv nédvrh byl zamitnut), rozhodne se prvni dustojnik stejné jako
pred nim kapitdn: Navrhne rozdéleni, a kdyz neni pfijato (ostrou) vétsinou,
bere si 20 zlataki, a necha dalsi rozhodnuti na nejvyssim podiizeném, druhém
dustojnikovi.

Rozhodovaci proces jde rekurzivné dal.

Kazdy z piratu je mazany a sobecky, nezalezi mu na tom, kolik dostanou
ostatni, hlavné, kdyz ziska sdm co nejvic.

Otézka: Kolik dostane kapitan?

Reseni 3. Oznacime si pirdty s klesajici hodnosti jako 1. pirat (kapitdn), 2.
pirét (prvni dustojnik), 3. pirat (druhy dustojnik), 4. pirat a 5. pirdt. Budeme
tlohu tesit odzadu, to znamena, ze se nejdiive podivame jaké rozdéleni muze
nastat v piipadé, ze prvni tii ndvrhy na rozdéleni budou zamitnuty (v piipadé
zamitnuti véech navrhu dostane kazdy 20 zlatdku).

a) 4. pirdt rozdéluje 40 zlataku mezi 2 piraty (4. a 5.). V tomto piipadé do-
jde k rozdéleni 20:20. Zadné jiné rozdéleni neziska vétsinu hlast (s ndvrhem
musi souhlasit oba dva piréti).

b) 3. pirdt rozdéluje 60 zlatdka mezi 3 piraty (3., 4., 5.). 3. pirdt muze
navrhnout rozdéleni 39:21:0 nebo 39:0:21. V obou piipadech kromé svého
hlasu ziska i hlas pirata s 21 zlatidky, ktery bude souhlasit, protoze v pripadé
nesouhlasu muze ziskat maximalné 20 zlataku (viz. a)). Pirdt s 0 zlatdky
bude prehlasovan vétsinou.

c) 2. pirat rozdéluje 80 zlatiku mezi 4 pirdty (2., 3., 4., 5.). Aby 2. pirét
ziskal co nejvice zlatdki, musi navrhnout takové rozdéleni, se kterym budou
souhlasit tfi pirati, pouze jeden hlas muze byt proti. V tomto kroku rozlisime
dva pripady.

Prvni pripad: 2. pirdt ptedem vi, jaké ze dvou rozdéleni navrhne 3. pirat
(viz. b)). Predpokladejme pro uréitost, ze 3. pirat navrhne 39:21:0. V tomto
pripadé muze 2. pirat navrhnout rozdéleni 57:0:22:1. Vsichni hlasujici pirati
kromeé 3. pirata s timto navrhem budou souhlasit, protoze dostanou vice nez
by dostali, kdyby nesouhlasili.

Druhy pripad: 2. pirat predem nevi, jak se 3. pirat rozhodne, kazdy z
jeho dvou navrhi muze nastat s pravdépodobnosti 50 je prumérny zisk 4. a
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5. pirata 10,5 zlataku a mohli by se dat koupit za 11 zlataku. 2. pirdt navrhne
rozdéleni 58:0:11:11.

d) 1. pirat rozdéluje 100 zlatakt mezi 5 piratu (1., 2., 3., 4., 5.). Aby 1.
pirat ziskal co nejvice zlatdku, musi navrhnout takové rozdéleni, se kterym
budou souhlasit tii pirati, pouze dva hlasy mohou byt proti. I v tomto kroku
rozlisime dva piipady podle toho, jestli je znamo ktery navrh poda 3. pirat.

Prvni pripad: 1. pirdt predem vi, jaké rozdéleni by navrhni pirati po ném
(pro urcitost 2. pirat navrhne 57:0:22:1, viz. ¢)). V tomto piipadé muze 1.
pirdt navrhnout rozdéleni 97:0:1:0:2. Souhlasit budou pirati 1., 3., 5., proti
budou pirati 2. a 4.

Druhy pripad: 1. pirdat predem nevi, jaky navrh poda 3. pirdt, ale vi,
ze v takovém piipadé podd 2. pirdt navrh 58:0:11:11 (viz. ¢)). Proto muze
navrhnout rozdéleni 87:0:1:12:0 nebo 87:0:1:0:12.

Pozndmka: Reseni tohoto pifkladu hodné zavisi na tom, jak budeme
chapat jeho zadani. V nékterych krocich muze byt dalsi postup ovlivnén tim,
jestli jsou pirati spiSe vice mazani nebo vice sobecti. Proto neni vylouceno,
ze muze byt povazovano za spravné i jiné feseni, nez je uvedeno zde.

Odpoved: Kapitan dostane 87 nebo 97 zlatdku.

4. K danému ¢tverci ABC'D se stranou a = 5cm sestrojte ¢tyiihelnik
KLMN tak, aby body A, B, C, D lezely po tadé uvniti stran KL, LM, M N,
N K, obsahy trojihelniki ABL, CBM, ADK, DCN byly (v daném poradi) v
poméru 1:2:3:4, a aby soucet téchto obsahu byl roven obsahu ¢tverce ABC'D.

Reseni 4. Oznacéme si vy, vr, var, vy po fadé vysky v trojihelnicich ADK,

ABL, CBM, DCN z vrcholu K, L, M, N, paty téchto kolmic oznacme K7,
L17 M17 Nl-
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Pro obsahy trojuhelniku plati nasledujici vztahy:

1 1
SaBL = §|AB| - VL, Scem = §’OB| U,

Sapk = %\AD\ ‘UK, Spon = %\DC| FUN,
Ze zadani prikladu odvodime dalsi podminky:
Saer : Scem : Saprx :Spen=1:2:3:4

Sasr + Scear + Sapk + Spen = a”

|AB| = |CB| = |AD|=|DC|=a=5
Z podminek (9) a (10) ziskdme pozadavek na soucet vysek

vy + vy + vk + oy = 25,
z podminek (8) a (10) ziskdme pozadavek na pomeér vysek
VLt UM VR CUN =1:2:3:4,

Existuje pouze jediné feseni poslednich dvou rovnic

’UL:L UMIZ, ’UK:3, UNZ4.
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Pravothlé trojuhelniky LLiB a BM;M jsou podobné. Oznacime-li si
x = |L1B|, dostaneme z podobnosti

1 M B 2
L_ 1M =  |MB|="Z.
T 2 T

7 obrazku vidime, ze

2 5r—2
IM\C|=5—|MB|=5-~="2
X

x
Analogicky z podobnosti trojuhelnika M M;C' a C Ny N dostaneme

= NiC| = ——
Ba=2 4 MOl =55

dopocitame

8x 172 — 10
N\D|=5—|N,C|=5— —
D) M fx—2 b5z —2

z podobnosti trojuhelniki NNy D a DK, K dostaneme

4 |K.D| 60z — 24
= =  |KD|=-——"
e 3 D= o

dopocitame

60x — 24 25z — 26
KAl =5—|K,D|=5— =
KAl =5 = KD =5 = 10 = 77— 1o
z podobnosti trojihelniku K K7 A a AL,L dostaneme

3 LA 512 — 30
296 — = |L1A| = —_—,
T 257 — 26

dopocitame

51z — 30  T4xr — 100
LBl =5—|LAl=5— —
(LB =5 = |LiA] =5 250 — 26 251 — 26

ale | Ly B| = x. Vytesime rovnici

T4z — 100
ST e 2521000 +100=0 < 22—dz+4=0.
20 — 26
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Tato kvadraticka rovnice mé jediny dvojnasobny koten x = 2. Nyni zname
vSechny tdaje, které potirebujeme ke zkonstruovani ctyiihelniku K LM N.

Konstrukei ¢tyitihelniku K LM N provedeme nasledujicim zptusobem. Se-
strojime ¢tverec ABC'D s délkou strany a = 5. Vné ¢tverce ke kazdé strané
AB, BC, CD a DA sestrojime rovnobézku pi, ps, p3 a ps ve vzdalenosti,
ktera je stejna jako velikost vysky na tutéz stranu c¢tverce. Uvnitt strany
AB sestrojime bod L, jako prusecik usecky AB a kruznice se sttedem v B a
polomérem 2. Bodem L; vedeme kolmici na stranu AB, prusecik této kolmice
s odpovidajici rovnobézkou p; oznacime L. Spojime body L a B a prusecik
této spojnice s rovnobézkou ps oznacime M. Spojime body M a C a prusecik
této spojnice s rovnobézkou p3 oznacime N. Spojime body N a D a prusecik
této spojnice s rovnobézkou py ozna¢ime K. Spojenim bodu K a L ziskame
hledany ¢tyiuhelnik K LM N.

Poznamka: Teoreticky zde existuje moznost, ze néktery z vrcholu K, L,
M, N muze lezet uvniti ¢tverce ABCD, ale ve vSech takovych ptipadech
zjistime, ze dojdeme ke sporu. Vysledkem téchto tvah pak je, ze zkonstruo-
vané feseni je jediné.

5. Ukazte, Ze alesponn jedno z celych ¢isel a, b, ¢, spliiujicich rovnost a? +
b? = 2, je délitelné tiemi.

Reseni 5. Obé strany rovnice budeme uvazovat modulo 3. Cislo, které je
délitelné 3, je kongruentni 0 mod 3 (protoze zbytek po vydéleni ¢islem 3 je
0). Ostatni ¢isla jsou kongruentni 1 mod 3 nebo 2 mod 3. To znamend, ze
libovolné ¢islo = 1ze napsat ve tvaru x = 3k + [, kde k € Z a l je 0, 1 nebo
2. Pro ¢islo 22 pak plati 22 = (3k +1)? = 3(3k* + 2kl) + I? (pro [ = 0 nebo
1 je [? = | kongruentni [ mod 3, pro [ = 2 je [* = 4 kongruentni 1 mod 3).
Mohou nastat tyto pripady:

z je kongruentni 0 mod 3 = 22 je kongruentni 0 mod 3,
z je kongruentni 1 mod 3 = 2? je kongruentni 1 mod 3,

z je kongruentni 2 mod 3 = z? je kongruentni 1 mod 3,

Vratme se nyn{ k zadané rovnosti a? +b? = 2. Vyzkousime vSechny moznosti
dosazeni 0 nebo 1 mod 3 za vSechny druhé mocniny a zjistime, Ze rovnost
nastava pouze v téchto pripadech:

0+0 =0 mod 3
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0+1 =1 mod 3
1+0 = 1 mod 3

V prvnim piipadé jsou vSechna ¢isla a, b, ¢ délitelna 3, v druhém piipadeé je
a délitelné tfemi, ve tretim pripadé je b délitelné tremi. ukazali jsme, ze ve
vSech moznych piipadech je alespon jedno z ¢isel a, b, ¢ délitelné 3.

Jiny zptsob feSeni: Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze ¢isla
a, b, c nejsou délitelna 3. Stejné jako v predchozim feseni odvodime, ze druha
mocnina 22 ¢fsla z ddvé zbytek 0 nebo 1 po vydéleni 3. Cisla a,b, ¢ nejsou
délitelnd 3, to znamend, ze a?, b?, ¢? ddvaji zbytek 1 po vydéleni 3. Dosadime
do rovnice

1+1=1 mod 3

Tato rovnost ale neplati, dostavame spor. Puvodni predpoklad neplati. Ale-
spon jedno z ¢isel a, b, c musi byt délitelné 3.

6. Ukazte matematickou indukci, ze pro kazdé prirozené cislo n plati
rovnost

1
12+32+52+~~—|—(2n—1)2:gn(2n+1)(2n—1).

Reseni 6. Ukdzeme, 7e rovnost plati pro n = 1. Dosadime

12:%-1-3-1 s 1=1.

Zadana rovnost plati pro n = 1.
Predpokladejme nyni, ze rovnost plati pro n = k, tj. ze plati

1
12+32+52+---+(2k—1)2:gk(2k+1)(2k—1). (11)
Chceme ukazat, ze pak rovnost plati i pro n = k + 1, tj ze plati

12+32+52+~--+(2(k+1)—1)2;%(k+1)(2(k+1)+1)(2(k:+1)—1).
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Budeme upravovat nejdiive levou stranu posledni rovnosti a ukazeme, ze se
rovna pravé strané rovnosti (najdeme cast levé strany L, ktera je stejnd jako
leva strana rovnosti (11) a nahradime ji pravou stranou rovnosti (11)).
L=1243*+5%+ - +(2k—1)2+(2(k+1)—1) = 12+ 3*4+5*+. - -+ (2k—1)*+
(2k+1)% = %k(Zlﬂ—l— D(2k—1)+(2k+1)* = %(Qk—i— 1)(k(2k—1)+3(2k+1)) =
5 (2k+1)(2k* —k+6k+3) = 5(2k+1)(2k+3)(k+1) = 3 (k+1)(2k+3)(2k+1).
Upravou pravé strany dostaneme
P =4(k+1)(2k + 3)(2k + 1).
Dostavame rovnost L = P.

Matematickou indukei jsme ukézali, ze uvedend rovnost plati pro kazdé
prirozené cislo n.
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