Reseni piikladi (1. kolo)

PRIKLAD 1.

Vypoéteme vzdalenost d(A, p) bodu A = [0, 0] od piimky p : 62+8y—49 = 0.
Tim dostaneme polovinu délky dhlopficky AC i polovinu délky dhlopticky
BD:
AC BD 0-64+0-8—49 49
sy ACI_1BDI_| |19
2 2 /62 + 82 10
Navic, protoze se jednd o Ctverec, jsou jeho thlopticky na sebe kolmé a
vzajemné se puli, tudiz délku strany AB muzeme néasledné vypocéitat podle
Pythagorovy véty:

2 2
app — (MACIY' | (1BDI? _ 2100
2 2 50

2401 49
AB|= /== —_=4,9-V2.

a odtud

PRIKLAD 2.

Obecné rovnice roviny g, kterd je uréena body A, B a C, mé oc¢ividné tvar
0 : z = 0. Vysku ctyfsténu ABCD pak vypocteme jako vdalenost d(D, o)
bodu D od roviny g:

C10-240-341-8
,/02+02+12

d(D; o)

PRIKLAD 3.

Kazdému meésici pfifadime interval, ktery jeho dnum pfirazuje jejich poradi
v roce. Déle pak z kazdého mésice vyberema ta data, kterd po odstranéni
tecek daji ¢islo nélezejici do piislusného intervalu:



mesic interval vybrand data (pofadi v roce)

leden [1,31] 1.1. (1), 2.1. (2), 3.1. (3)
tinor 32, 59] 3.2. (34), 4.2. (35), 5.2. (36)
biezen | [60,90] 6.3. (65), 7.3. (66), 8.3. (67)

duben | [91,120] | 9.4. (99), 10.4. (100), 11.4. (101)
kvéten | [ ]| 12.5.(132), 13.5. (133), 14.5. (134)
cerven | | ]| 15.6. (166), 16.6. (167), 17.6. (168)
Cervenec | | ]| 18.7.(199), 19.7. (200), 20.7. (201)
srpen | [ ]| 21.8. (233), 22.8. (234), 23.8. (235)
Z4F | [244,273] | 24.9. (267), 25.9. (268), 26.9. (269)
f{jen [ ] -

[ ]

[ ]

listopad 3.11. (307)

prosinec

Z udaju v tabulce vidime, ze hledané datum je 26.9.

PRIKLAD 4.

Nejdiive vypocteme smérovy vektor © = B — A = (4,2) piimky AB a se-
stavime jeji parametrické rovnice:

AB: x = -3+ 4t,
y =142t teR.
Vylou¢enim parametru ¢ ziskdme obecnou rovnici piimky AB
r—2y+5=0,

a odtud vyjadiime
_zT+5
y=—>5—

Body piimky AB, které lezi uvniti daného pasu, maji tedy soufadnice
5
{x, $<2|’:|7 kde x € (-5, 3).



PRIKLAD 5.
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PRIKLAD 6.

Zadanou ulohu pfevedeme na planimetricky problém v roviné AC'E. Protoze
pifmka C'E lezi v této roviné, nélezi do této roviny i bod M. Bod S, jakozto
prusecik thlopiicek ve ¢tverci EFGH, je stfedem tusecky EG, kterd rovnéz
lezi v roviné ACE. Nyni se soustfedime na trojihelniky ACM a ESM.
Usecky AC a ES jsou rovnobézné a bod M lezf na tsecce AS. Tudfz plati,
ze |LMAC| = |ZMSE| arovnéz |[LMCA| = |£ZMES)|. Trojihelniky ACM
a ESM tedy maji stejné velké thly a proto jsou podobné. Vyuzitim této
podobnosti a oc¢ividného faktu, ze |AC| = 2|ES| dostavame, ze |[AM| =
2|M S| a hlavné |CM| = 2|M E|. Odtud jiz pfimo vidime, ze |[CM| : |ME| =
2:1, coz jsme chtéli dokazat.




Reseni piikladi (2. kolo)

PRIKLAD 1.

Stredem S kruznice k vedeme piimku p/, kterd je kolmd k pifmce p. Prusecikem
téchto dvou pifmek pak bude bod P, ktery danou tétivu puli a jeho vzdélenost
od pruseciku P piimky p s kruznici k tedy bude d(P, P;) = 4. Vzdélenost
d(S, P) bodu P od stfedu S je rovna vzdalenosti bodu S od ptimky p:
5-14+4-2-3| 10

d(S,P)=d(S,p) = = =2V5.
Polomér r pozadované kruznice nyni muzeme vypocitat podle Pythagorovy
veéty:

r=+/d(P, P1)? +d(S, P)2 = V16 + 20 = 6.
Nyni jiz zndme jak stfed, tak i polomér kruznice k a muzeme tedy napsat
jeji stiedovou rovnici k : (z —5)% + (y — 4)? = 36. Tuto rovnici mizeme dale
upravit na obecnou rovnici kruznice k : 2% + 3% — 10z — 8y + 5 = 0.

PRIKLAD 2.

Cesta krale spliujici zadané podminky muze vypadat napriklad takto:

PRIKLAD 3.

Obecnd rovnice piimky v roviné je ax 4+ by + ¢ = 0. Dosazenim bodu M =
[0,1] do této rovnice dostaneme ¢ = —b, takze hledané piimky budou mit



obecné rovnice tvaru
ar +by —b=0. (1)

Navic je zifejmé, ze pro danou hyperbolu hledané pfimky nemuzou byt rov-
nobézné se souradnicovymi osami, takze musi platit a # 0, b # 0. Odtud
muzeme vyjadrit
b
r=—(1—-y).
L(1-y)
Dosazenim tohoto vztahu do rovnice hyperboly dostaneme

b 2 9
?(1—@ -y —1=0

a odtud po jednoduchych tpravach
(b —a®)y? — 20%y + 0> —a® = 0. (2)

Nyni staci vyfresit, kdy ma tato kvadraticka rovnice proménné y pravé jedno
feSeni v zavislosti na koeficientech a, b. To nastane v nasledujicich dvou
piipadech:

a) Diskriminant rovnice (2) je roven nule, tj.
D = 4b* — 4(* — a*)? = 8a%b* — 4a* = 0,

coz je splnéno pro

a = +bV2.

Dosazenim poslednich rovnosti do (1) a polozenim b = 1 dostaneme
rovnice prvnich dvou piimek, které maji s danou hyperbolou pravé
jeden spolec¢ny bod:

priaV24+y—1=0, po:—2vV2+y—1=0.
Pozndmka: Pifmky p; a ps jsou teénami hyperboly 22 — 4> — 1 = 0.

b) Koeficient u kvadratického ¢lenu rovnice (2) je roven 0. Pak mé rovnice
(2) ocividneé jediné teseni y = 0. To nastane v piipadé, ze

v —a? =0,

odkud
a = +b.



Opét dosazenim poslednich rovnosti do (1) a polozenim b = 1 dos-
taneme rovnice zbyvajicich dvou piimek, které maji s danou hyperbo-
lou praveé jeden spoleény bod:

ps:x+y—1=0, pg:—x+y—1=0.

Poznamka: Primky p3 a p4 jsou rovnobézné s asymptotami hyperboly
2 2
e —y —1=0.

PRIKLAD 4.

Z udaju v zadani ptikladu snadno sestavime stfedovou rovnici dané elipsy:

2 2
g S
52 T 32

Jeji excentricitu e vypocteme ze vztahu

e=1va%—b%2=+25-9=4,

coz znamend, ze ohnisko F' = [4,0]. Odtud plyne, zZe tétiva elipsy vedend
ohniskem F' kolmo k hlavni ose elipsy ma obecnou rovnici

=4
Pruseciky této tétivy s danou elipsou, a tedy body dotyku hledanych tecen,
9 9
jsou body T = [4, —5} aly = [4, 5} . Te¢ny k elipse v téchto bodech pak

maji smérnicové rovnice

t 1 +5 t 1 +5
Yy = —=x Y ==X .
1Y 5 > 2:Y 5

Uhel p, ktery sviraji tyto dvé piimky, vypocteme ze vztahu

k1 — ko
1+ kiks

)

tg@:’

kde k1, resp. ko je smérnice teény ti, resp. to. Po dosazeni dostdavame

-0,8-0,8 ' 40

tgp=|—1r | ==
&% '1—OB~Q8 9’

a odtud 0
p = arctg n = 77°19".



PRIKLAD 5.

Spravné feseni kédovaného obrazku vypada takto:

AN B W N
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PRIKLAD 6.

Bud X = [z1, x2] libovolny bod v roviné. Piedpoklddejme nejdiive, Ze xo =
0, tj. bod X lezi na ose x. Pokud je v tomto piipadé x1 < —2a, nebo x1 = 0,
nebo x1 > a, pak je oividné, Ze z téchto bodu jsou usecky AB a BC vidét
pod stejnym thlem ¢ = 0°. Pokud —2a < 1 < 0, je tsecka AB vidét z
bodu X pod thlem 180° a tsecka BC' pod thlem 0°. Pokud —0 < z1 < a,
pak je pro zménu usecka AB vidét z bodu X pod thlem 0° a tsecka BC
pod thlem 180°.

Nyni predpokliadejme, ze x5 # 0 a ze z bodu X jsou usecky AB a BC



vidét pod stejné velkymi ihly ¢ = 9. Body A, B, C' a X vytvoii dva
trojihelniky, které maji spole¢nou vysku délky v,, viz. obrazek nize.

y
X
LA
"4
A B C

Podivame se nejdiive na trojihelnik ABC a vyjadiime si jeho obsah pomoci
vysky v, a délky strany |AB|:
|AB| - vy

5

Obsah stejného trojuihelniku ovSem muzeme vyjadfit i pomoci délek stran
|AX| a |BX| a sin ¢:

SaaBc =

_ JAX|-|BX]|-sing
= 5 .
Porovnanim obou rovnic pro Sa4pc dostaneme po drobnych dpravach
|AX|-|BX]|-sing
Vg = AB] .
Pokud provedeme analogické tivahy pro obsah trojuhelniku BC'X, dosta-
neme pro vysku v, rovnici

SaaBc

_|CX|-|BX]-siny
o |BC|

5



Obé rovnice pro vysku v, muzeme opét porovnat a po dosazeni |AB| = 2a
a |BC| = a dostaneme vztah

IAX| = 2|CX].

Ovsem |AX| = \/(z1 + 2a)? + 23, |CX| = /(21 — a)? + z3. Pro soufadnice

bodu X tedy musi platit

\/ (x1+2a)2 + 23 =24/ (21 — a)? + 23.

Upravou posledni rovnice dostaneme
x} — daxy + 23 =0,
coz je rovnice kruznice, ktera po tupravé na stiedovy tvar piejde na rovnici
(z1 — 2a)? + 23 = 4d®.
Zaver: Use(:ky AB a BC jsou vidét pod stejnymi uhly ze vSech bodu

kruznice k se stiedovou rovnici k : (z — 2a)? + y? = 4a? a dédle ze viech
bodu, které lezi na polopiimkach opa¢nych k polopiimkam AB a CB.



Reseni piikladi (3. kolo)

PRIKLAD 1.

Bud P = [p1, p2] bod dotyku hledané teény. Smérnice te¢ny k dané kiivce v
bodé P je pak

k= f'(p1).
Tato smérnice je ale zaroven i smérnici primky M P, tedy
-2
p=12"%
p1+2

Z rovnosti obou vyrazu pro smérnici k a z podminky, Zze bod P lezi na dané
kiivce pak dostavame soustavu rovnic

1 P2 — 2
1 - 72 - 5
b1 p1+2
1
p2 = p1+ —.
p1
Tato soustava ma dvé feseni, P, = [1,2], P, = [-0,5;—2,5], a piislusné
smérnice tecen jsou tedy k1 = 0, ks = —3. Rovnice hledanych tecen pak

jsout; :y—2=0,%2:3x+y+4=0.
PRIKLAD 2.

Z vét 7...vyhral Sam s plnym poctem 20-ti bodu, Mirkav pes byl hned po
18 bodu” 1ze snadno odvodit, ze Mirek a Ivan mohli cvi¢it jen Bena a Jima.
Ale déle se dozvidame, ze ”"Mirek si ptal, aby se jeho psu dafilo jako Be-
novi”, takze jeho psem byl Jim a celkem ziskali 35 bodu. Ivanovym psem
pak musel byt Ben a celkem ziskali 37 bodu. Déle vime, ze ” Januv pes byl
nejlepsi” v prvni discipliné. Protoze to jiz nemuZze byt Ben, tak jeho psem je
bud Sam nebo Rex a za prvni disciplinu ziskali 20 bodi. Déle ..., Liboruv
pes ziskal jen 15 bodu,” takze Liborovym psem nemuze byt Kim a musi to
rovnéz byt Sam nebo Rex. Psovodem Kima je tedy Karel a celkem ziskali
33 bodu. Ovsem ”Libor obdivoval Samova psovoda, ...”, takze Liborovym
psem je Rex a ziskali celkem 30 bodu. Posledni dvojici pak tvoii Jan a Sam



a jejich celkovy zisk byl 40 bodu.
PRIKLAD 3.

Kruznice 2 4+ y? — 42 = 0 na stted v bodé S = [2,0]. Bod C lez{ na této
kruznici a tudiz musi platit

s =4dey — 3.

Pro obsah P hledaného obdélniku tedy plati

P(c1) = |cica] = c1y/4er — 2.

Abychom nalezli, kdy je obsah P maximalni, vyjadiime si jeho derivaci

01(4 — 261) 261(3 — 61)
P'(c1) = /41 — 3 + = :
2\/401—0% \/401—0%

Maximum P muZe nastat pouze v téch bodech, ve kterych je derivace P’
rovna 0, nebo v nichz neexistuje. Takovéto body jsou dva, a to ¢;1 = 0 a
c12 = 3. Na dané kruznici tedy méame celkem tfi podezielé body, C; = [0, 0],
Cy = [3,V3] a C3 = [3,—/3]. Bod C; ovéem splyvd s bodem A a tudiz
nepfichdzi v ivahu. Snadno ovéiime, Ze obdélniky ABC3Ds a ABC3Ds,
kde Dy = [0,v/3] a D3 = [0,—+/3], maji stejny obsah P = 3v/3. Hledané
body jsou tedy na dané kruznici dva.




PRIKLAD 4.
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PRIKLAD 5.

Téleso A se pohybuje po ose y a jeho vzdalenost od pocatku je vyjadiena
funkci

fa(t) =8—t.

Podobné téleso B se pohybuje po ose x jeho vzddlenost od pocatku je
vyjadrena funkeci

fe(t) =17-2t.

Vzdalenost télesa A od télesa B je pak popsdna vztahem

Fap(t) =/ F2(t) + f2(t) = /52 — 44t + 113,

Abychom zjistili, kdy je tato vzdalenost minimalni, vyjadiime derivaci funkce
fap(t) :

1 5t — 22
'o(t) = = (512 — 44t + 113)"Y2(10t — 44) = .
fan(t) =5 e N VTS TE

Minimum funkce f4p(t) muze nastat pouze v téch bodech, ve kterych plati
[ 5(t) = 0 nebo v nichz derivace f/; 5(t) neexistuje. Takovyto bod je oviem
jediny, a to t = 4,4.
Nejmensi vzdalenost mezi télesy A, B je tedy 4,4 sekundy od zacatku po-
hybu. V tomto ¢ase se téleso A nachdzi v bodé A = [0;3,6] a téleso B je v
bodé B = [—1,8;0].

PRIKLAD 6.

Hodnota prvni derivace f/(zg) v bodé zp je rovna smérnici k tecny ¢ grafu
funkce f v bodé Ty = [z, f(z0)], tedy

k= f'(z0) = tg .
Protoze ¢ = 45°, hleddme ty body z, ve kterych plati f/'(z) = 1. Odtud
f'(z) = 2sinpcos p = sin2¢p = 1,
2¢ = g + 2k,
o= g Y kr, keZ

Hledanych bodu na grafu funkce f je tedy nekonetné mnoho a jsou to
vsechny body T' = [r/4 + k], kde k € Z.



