Reseni piiklada (1. kolo)

PRIKLAD 1.

Priklad vyfesime pomoci elementarnich fadkovych tprav rozsitené ma-
tice soustavy (tzv. Gaussova eliminacni metoda). Abychom v piipadé
potieby mohli fadky matice nésobit ¢isly p a 1/p, musime predpoklddat
p#0.

p 1 1]1 1 1 plp
1 p 1)p ~| 1 p 1|p ~
1 1 p|p? p 1 1|1
1 1 P p?
0 p—1 p>—1|p*—1
1 1 P p?
~10p-1 1—p p—p
00 (@-De+2)|E-DE+1)?

Je-li p = —2, pak posledni matice bude mit tvar

11 =2] 4
0 -3 3|6
0 0 0]-3

Je ihned vidét, ze v tomto piripadé hodnost matice soustavy je rovna 2,
zatimco hodnost rozsifené matice soustavy je 3. Tedy podle Frobeniovy
véty soustava pro p = —2 nema Tfeseni.

Pokud p = 1, pak vySe zminéna posledni matice bude mit tvar

11 1|1
0 000
0 0 00

V tom piipadé dana soustava ma nekoneéné mnoho feseni x = s, y = t,
z=1—s—1t, kde s,t jsou libovolna realna cisla.

Konecné, je-li p ¢ {—2,0, 1}, budeme v tpravach jesté dale pokracovat:

1 1 P p?

0 0 (@-LE+2)|@-pEp+1)?
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A A T P
(p+1)2 (p+1)2
00 1] 001 I;T
+1
1 00 —f?
~1 010 (1?12)2 ,
p

Pokud p = 0, pak elementarni fadkové tpravy v rozsitené matici sous-
tavy budeme délat takto:

01 11 1 1 0|0 11 00
1 0 1(0 |~ 10 1|0 )~ 01 —=1]0 |~
1 1 0|0 01 1|1 01 1]1
11 0]0 1001
~[ 01 -1{0 ] ~|010 %
00 21 00 1|1
Redeni soustavy pro p ¢ {—2,1} je tedy = = —I%, Y= zﬁ’ = (TTQ?-

PRIKLAD 2.

Oznac¢me plan jednoho dolu jako x. V tom ptipadé prvni dul vyteézil
1,02z, druhy 0,992 a oba doly dohromady 2z + 134. Celkové tedy
dostavame jednoduchou rovnici

1,022 + 0,992 = 2z + 134
0,0lz = 134
z = 13400.

Kazdy z dolt mél tedy napldnovéano vytézit 13400 tun. Dul A ovsem
vytézil 13668 tun, zatimco dul B pouze 13266 tun.

PRIKLAD 3.

Pti teseni zadaného algebrografu lze postupovat napiiklad takto:

HNPQR - LR=LPT—T=R-R=0,L>Q,P=L+1,

2) RON +LTP=PQR—=N+P=R + 10,0+ T+ 1=
=0+1=Q,R+L=P,

3) P=L+1AR+L=P)—=L+1=L+R=R-=1,

4HLTP + NQ=LMO =P +Q=0+10, T+ N+ 1=
=N+1=M,

5) Protoze R =1a M x NQ = LR, musi platit, ze M x Q je dvoj-
ciferné ¢islo koncici jednickou. Ovsem 11, 31, 41, 61 a 71 jsou procisla
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a Cisla 51, 91 prozménu nelze rozlozit na soucin dvou jednocifernych
¢isel, tudiz je mizeme viechny ihned vyloucit. Cislo 81 lze rozlozit
jediné jako 9x9, ale protoze M # Q, muzeme ho rovnéz vyloucit.
To znamena, ze M x Q = 21 odkud M = 3, Q = 7Tnebo M = 7,
Q=3,adidleM x N 4+ 2 = L.

6) Protoze M x N + 2 je jednociferné ¢islo a N + 1 = M, nemuze
byt M = 7, tedy musi platit M = 3, Q =7a N = 2.

7)ZM x N + 2 = L muzeme vypoéist L =8az O + 1 = Q plyne
O = 6.

8) Déle vime, ze P = L + 1 = 9. Nakonec RON : M = 162 : 3 =
=54 =KS, tedy K=5,S = 4.

Celkové jsme tedy dostali

162 + 809 = 971
: + -
3 x 27T = 81

54 + 836 = 890.
PRIKLAD 4.

Neznamé trojciferné ¢islo muzeme zapsat jako 100x+10y+z, kde x, y, 2
jsou jeho cifry. Ze zadani prikladu pak dostaneme nasledujici soustavu
rovnic
T + Yy o+ z = 21
10z + 100y —+ z = 1000 + 10y + z — 180
100z + y + 10z = 100z + 10y + =z + 36,

neboli

r + y + oz = 21
—-90x + 90y = —180
-9y + 92 = 36.
Tuto soustavu vyfesime Gausovou eliminacni metodou:
1 11 21 1 1 1 21
—90 90 0[—180 | ~ | O 180 901710 | ~
0 -9 9 36 0 -9 9 36

1 1 1 21 1 00
~1 0 18 901710 | ~[ O 1 O
0 0 2701|2430 0 01

© ot 3

Hledané trojciferné cislo je tedy 759.
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PRIKLAD 5.
2007 =3-8%+7-8+2.8 +7.8

takze
(2007)10 = (3727)8 )

PRIKLAD 6.

Ozna¢me délky odvésen pravouhlého trojuhelnika jako a,b a dle
zadani jsou to ptirozena cisla. Pak Franta se od ucitele dozveédél, kolik je
a+b a Tonda pro zménu kolik je v/a? + b2, z ¢ehoz si umocnénim mohl
snadno spocitat, kolik je a® + b2. To je soucet druhych mocnin dvou
prirozenych ¢isel a tudiz rovnéz prirozené cislo. K vyteseni piikladu si
pak kluci sestrojili nasledujici tabulku:

S

a® + b?

2

5

8, 10

13,17

18, 20, 26

25, 29, 37

32, 34. 40, 50

A1, 45, 53, 65

10 |50, 52, 58, 68, 82

11 |61, 65, 73, 85, 101

12|72, 74, 80, 90, 104, 122

13 | 85, 89, 97, 109, 125, 145

14 |98, 100, 106, 116, 130, 148, 170

15 | 113, 117, 125, 137, 153, 173, 197

16 | 128, 130, 136, 146, 160, 178, 200, 226

17 | 145, 149, 157, 169, 185, 205, 229, 257

18 | 162, 164, 170, 180, 194, 212, 234, 260, 290
19 | 181, 185, 193, 205, 221, 241, 265, 293, 325
20 | 200, 202, 208, 218, 232, 250, 272, 298. 328, 362
21 | 221, 225, 233, 245, 261, 281, 305, 333

22 | 242, 244, 250, 260, 274, 292, 314

23 | 265, 269, 277, 289

V levém sloupci jsou mozné soucty a + b a v pravém vSechny mozné

soucty a? + b? tak, aby vysledny trojihelnik mél v souladu se zaddnim

obvod maximalné 40 cm. Napt. soucet a + b = 8 muze vzniknout jako

4+4, 543, 642 nebo 7+1 a tomu po fadé odpovidajici soucty a® + b
4
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jsou 32, 34, 40 nebo 50. Prvni sdéleni Tondy znélo, ze nevi, ktery je to
trojihelnik, coz znamend, zZe a? + b?> nemuze byt rovno zaddnému é&islu,
které se v pravém sloupci tabulky vyskytuje pravé jednou. Jinak by
totiz Tonda mohl ihned fict, ktery trojuhelnik m4 ucitel na mysli. Kdyz
tato ¢isla vyskrtame, dostaneme novou tabulku v tvahu pfipadajicich
trojihelniku:

a+b|a®+ b
8 50
9 |65
10 | 50
11 |65, 85
13 |85, 125, 145
14 | 130, 170
15 125
16 | 130, 200
17 | 145, 185, 205
18 | 170, 260
19 | 185, 205, 221, 265
20 | 200, 250
21 | 221
22 | 250, 260
23 | 265

Po sdéleni Franty, ze nevi, ktery je to trojihelnik, muzeme nyni z této
nové tabulky vyskrtat vSechny fadky, které v pravém sloupci obsahuji
pravé jedno ¢islo. Tim dostaneme dalsi tabulku:

a+bl|a®+b?
1165, 85
13 |85, 125, 145
14 | 130, 170
16 | 130, 200
17 | 145, 185, 205
18 | 170, 260
19 | 185, 205, 221, 265
20 | 200, 250
22 | 250, 260

Nyni Tonda tika, ze stale nevi, ktery to je trojihelnik, takze opét z
pravého sloupce muzeme vyskrtat vsechna ¢isla, kterd jsou tam prave
jednou, a nasledné, po druhém tvrzeni Franty, ze taky stale nevi, ktery
trojuhelnik to je, muzeme opét vyloucit radky, ve kterych na pravé
strané zustalo pravé jedno ¢islo. Tim dostaneme tabulku:
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a+bla®+b?
13 |85, 145
14 | 130, 170
16 | 130, 200
17 | 145, 185, 205
18 | 170, 260
19 | 185, 205
20 | 200, 250
22 | 250, 260

Postup popsany vyse nyni aplikujeme jesté jednou, protoze Tonda
a po ném i Franta opét prohlasuji, ze nevi, ktery trojihelnik to je.
Dostaneme posledni tabulku:

a+bla®+b?
14 [130, 170
16 | 130, 200
17 | 145, 185, 205
18 | 170, 260
19 | 185, 205
20 | 200, 250
22 | 250, 260

Ovsem nyni jiz Tonda prohlasuje, ze konecné vi, o ktery trojuhelnik se
jedna. To znamena, Ze a? + b* musi byt rovno &fslu, které se v pravém
sloupci posledni tabulky vyskytuje pravé jednou a timto ¢islem je 145.
Hledany pravouhly trojihelnik mé tedy odvésny dlouhé 8 cm a 9 cm a
preponu /145 cm.



KOS, 2.série

Lucie Mohelnikova

Gymnazium Mikulase Kopernika v Bilovci, 17.listopadu 526, Bilovec

7=3
Jwz=0

= W .
A &
2 o3y 27=0

Jxt+3y-27-6=0
y-7-2=0 z=0

Dvé rovnobézné roviny maji stejné koeficienty u x,y,z. Abych mohla zjistit objem rovnobéznosténu
potiebuji znét tii linedrné nezavislé vektory (pokud mozno jdouci z jednoho vrcholu) a nésledné udélat

jejich smiSeny souc¢in. Objem dostanu jako absolutni hodnotu smiSeného souc¢inu téchto tii vektoru.

Kazdy vrchol ¢tyfsténu lze vyjadiit jako prunik 3 rovin. Vyberu si body E,F,G,B a pomoci ¢tyt soustav

o tfech nezndmych zjistim soufadnice téchto bodu.
Bod E vzniké prunikem téchto rovin:

z=0

3z —2=0

3r+3y—22—6=0

Vyfenim soustavy dostdvam: E = [0, 2, 0]

Bod F vznika prunikem téchto rovin:

z=0

3z —2z=0

3x+3y—22=0



Vyfesenim soustavy dostdvam: F' = [0, 0, 0]
Bod G vznika prunikem téchto rovin:

z=3

3r—2=0

3r+3y—22=0

Vyfesenim soustavy dostavam: G = [1, 1, 3]
Bod B vznik4 prunikem téchto rovin:

z=0

3r—2—-3=0

3x+3y—22=0

Vyfesenim soustavy dostavam: B = [1, —1,0]
Pomoc{ bodt E = [0,2,0],F = [0,0,0],G = [1,1,3],B = [1, 1, 0] uréim vektory FE, FG, FB.

— —_— —_—
FE =(0,2,0),FG = (1,1,3), FB = (1,—1,0)

0 2 0
V:HF—E),F—G),F—BN: 1 1 3| =0+6+0)—(0+0+0)=60.j.
1 -1 0

Objem rovnobéznosténu je 6 objemovych jednotek.



Priklad cislo 2.

Jana Konec¢nd, Obchodni akademie Frydek - Mistek

Oznac¢ime-li mnozstvi lihu v prvni nddobé x, ve druhé nadobé pak je 30 — x
litru lihu. Po doplnéni vodou bude koncentrace lihu v prvni nddobé x/30.

Po doplnéni druhé nddoby smési z prvni nadoby bude druhé nadoba obsaho-
vat 30 — x + 22/30 litrt lihu. Po pieliti 12 litrt smési zpét do prvni nddoby
zustanou ve druhé néddobé 3/5 jejtho obsahu a v nich 14 litru lihu. Dostaneme

tedy rovnici
3 x?
- 130 — — | =14
5 ( v 30) ’

neboli po drobnych tpravach
2% — 30z + 200 = 0.

Tato kvadratickd rovnice ma feseni x; = 20, x5 = 10. Tedy tato tloha ma
dvé Teseni: v prvni nddobé bylo puvodné 20 litru a ve druhé nadobeé 10 litru
lihu nebo v prvni nadobé bylo 10 litru a ve druhé 20 litra lihu.



Priklad cislo 3.

Dany problém pfevedeme na feSeni problému v roviné tim, Ze si mistnost s
pavoukem a mouchou "rozbalime.” To lze provést nékolika zpusoby a ten,
ktery je spravnym fesenim, je naznacen na nasledujicim obrazku.

' 24m

Z naznaceného pravouhlého trojuhelniku s pomoci Pythagorovy véty nyni jiz
snadno spoc¢itame, ze nejkratsi cesta pavouka k mouse ma délku

d= V322 4242 = 40 m.



Priklad cislo 4.

Jan Matéjka, Gymnazium Ceské Budéjovice

Velkou krychli si rozdélime na 13% = 2197 stejnych krychlicek. V tom pifpadé
podle Dirichletova principu existuje alespon jedna krychlicka, ve které lezi
alespon dva body. Délka hrany libovolné malé krychlicky je a = 15/13
cm. Nejdelsi useckou v krychli je jeji télésova thlopiicka. Ovsem télesova
uhlopticka malé krychlicky ma délku

15
w:aﬁzﬁ\/gil,9985cm<20m.

Proto dva body, které se nachézeji v jedné malé krychlicce, nelze umistit tak,
aby jejich vzdalenost byla rovna nebo vétsi nez 2 cm. Tim je dukaz ukoncen.



Priklad cislo 5.

Trung Ha duc, Masarykovo gymnazium Plzen

Zavedeme nasledujici vyroky a jejich oznaceni:

H ... Na misté ¢inu byl Hordk.
N ... Na misté ¢inu byl Novék.
S ... Na misté ¢inu byl Svoboda.

Potom jednotlivé vyroky, které vyplynuly z vyslechu, lze postupné symbol-
icky zapsat takto:

e S=-HAN,
o —(=H N=S), coz je ekvivalentni s vyrokem H V S,
o (H=-S)N(=S= H), coz je ekvivalentni s vyrokem H < —S.

Nyni sestavime tabulku pravdivostnich hodnot pro tyto tfi vyroky a vzhledem
k tomu, Ze pachatel byl na misté ¢inu zcela jisté sam, sta¢i nam uvazovat
pouze ty piipady, kdy pravé jeden z vyroku H, N, S je pravdivy a zaroven
ostatni dva jsou nepravdivé:

H|N|S|S=-HAN|HVS|H®-5
1[0]o0 1 1 1
0|10 1 0 0
001 0 1 1

Z tabulky plyne, ze pachatelem je Horak, protoze pouze v tom piipadé jsou
vSechny tii vyroky vyplyvajici z vyslechu pravdivé.



KOS, 2.série

Lucie Mohelnikova

Gymnazium Mikulase Kopernika v Bilovci, 17.listopadu 526, Bilovec

Priklad €.6 Na zacitek rozeberu nejveétsi mozny pocet sousedu ¢isel od 1 do 8:
1: 3-8, celkem 6 moznych sousedii

2: 4-8, celkem 5 moznych sousedu

3: 1, 5-8, celkem 5 moznych sousedu

4: 1,2,6,7,8, celkem 5 moznych sousedt

5: 1,2,3,7,8, celkem 5 moznych sousedu

6: 1,2,3,4,8, celkem 5 moznych sousedu

7:1,2,3,4,5, celkem 5 moznych sousedu

8:1,2,3,4,5,6, celkem 6 moznych sousedu

Pozice A,B,G,H maji kazdd pravé 5 sousedu. C,F maji 4 sousedy a D,E celkem 6 sousedii = na pozicich

D,E jsou cisla 1, 8.

A B
C E F
G| H

1) D=1, E=8. Protoze s pozici D nesousedi pouze F, musi byt F=2a C=7. B#3,H #3 = A =3VG = 3.
Urcéim si: A=3. Ze zbyvajicich ¢isel mtuze byt kombinace A,B: 3,5 a G,H: 4,6. Doplnim celou tabulku.

Pokud bych si za G zvolila 3, postupovala bych obdobné.



3|15
711 |82
4 | 6
4 | 6
711 |82
3|5

6 | 4
218 1|7
5 3
5 3
21811 |7
6 | 4

Uloha ma celkem 4 fesent.



Reseni piikladi (3. kolo)
PRIKLAD 1.

2~ 2+ —14+7i=0

Nejdiive spocteme diskriminant dané kvadratické rovnice:
D=0t —4dac=(-2—i)*—4(=1+7i) =4+4i—14+4—28 =7 —24i.

Déle spocteme, ¢emu je rovna v/ D a protoze pocitame v komplexnim
oboru, vysledkem budou dvé komplexni ¢isla! Hledame tedy takova
komplexni ¢isla z, pro ktera plati

22 = (a+bi)? =T~ 24i.

Odtud
a® + 2abi — b? =7 — 24i

a srovnanim levych a pravych stran dostavame soustavu rovnic

2ab = —24
a?—b?=".
Resgen{ této soustavy jsou dvé: a; = 4,b; = —3 a ay = —4,by = 3. Proto

VD = £(4 — 3).
Nyni jiz vypocteme kofeny dané kvadratické rovnice. Je ziejmé, ze
nezélez{ na tom, zda za v/D dosadime 4 — 3i nebo —4 + 3i:
—b£VD  2+iE(4—30)
2 2 ’

Ti12 =

$1:3—i, $2:—1+2Z

PRIKLAD 2.

Z cisel 1,3,6 muzeme slozit celkem P(3)=3!=6 trojcifernych ¢isel. Snad-
nym vydélenim zjistime, Ze ani jedno z téchto ¢isel neni délitelné 7.
Milanovi se podafilo slozit trojciferné ¢islo délitelné 7 tak, Ze nechal
Karla stat na rukou (z Sestky na jeho bundé se rdzem stala devitka)
a uspotradal je do tohoto poradi: Karel, Pepik, Jirka=931, protoze
931:7=133.



PRIKLAD 3.

K dukazu prvniho vztahu vyuzijeme goniometricky a exponencialni tvar
komplexniho ¢isla:

cos(a + 8) = Re {cos(a + B) + isin(a + B)} = Re {7} =
Re{e" e} = Re{(cosa +isina) - (cos B +isinB)} =
Re{(cosacosf —sinasin ) + i(sinacos § + cosasin f)} =
cos acos f — sin asin 3.

K dikazu druhého vztahu vyuzijeme goniometricky tvar komplexniho
¢isla a Moivruv vzorec:

sin3a = Zm {cos3a + isin3a} = Im {(cosa + isina)’} =

3cos® asina — sin® a = sin (4 cos® a — cos® a — sin’

Im {(cos® a — 3cosasin®a) +i(3cos’ asina —sin®a) } =
)

sin (4 cos® o — 1).

PRIKLAD 4.

20

50-x X

Ptaci leti k rybé stejnou rychlosti a doleti k ni soucasné. Pfitom uleti
stejné dlouhou drahu délky a. Druhou mocninu délky drahy a si vyjadii-
me z obou pravouhlych trojihelniku (viz. obrazek) pomoci Pythago-
rovy veéty:
a’ = 2% + 30,
a® = (50 — z)? + 20°.



7 této soustavy rovnic jiz snadno dostavame:
2 +30% = (50 — z)* + 20?
100z — 2000 =0
x = 20.
Ryba se tedy objevila ve vzdalenosti 20 m od vyssi palmy.

PRIKLAD 5.

Komplexni ¢islo a = —3 + 3v/3i si vyjadifme v goniometrickém tvaru.
K tomu si musime spocitat jeho absolutni hodnotu a argument:

lal = /(=32 + (3V3)2 = 6,

1. V3 . 2
= — 1n = —— I = = —17T.
CcoS (v 5 sin o 5 arg a = « 37T
Odtud ) )
a=—-3+3V3i=6 (COSgW-FiSingW) .
Im
a b
f /3 c
Re
e d

Protoze cisla b, ¢, d, e, f tvori spolecné s ¢islem a vrcholy pravidelného
Sestithelniku se stfedem v nule, musi mit vSechny stejné jako cislo
a absolutni velikost rovnu 6 a rozdil argumenti dvou ¢isel spojenych

Vis
hranou tohoto Sestitthelniku bude 3 Odtud jiz pfimo dostavame:

b:6(cosg+ising) — 34 3V/3i,
c=6(cos0+isin0) =6,
de(cos—%—i—isin—g) — 3 3V/3i,



2 2
e=206 <cos—§7r + isin—gﬁ) =-3— 3\/§i,

f=06(cosm+isinm) = —6.

PRIKLAD 6.
Komplexni ¢islo x zapiseme v algebraickém tvaru jako z = a + bi a
dosadime do nerovnosti |25 — z| < 15. Po tpravéch dostaneme:
1250 — x| = |z — 25i| = |a+ (b —25)i| < 15
a’>+ (b—25)2 <15
a® + (b — 25)? < 225.

Posledni nerovnost v komplexni roviné zadava kruh se stredem v bodé
S = (0,25) a polomérem r = 15. Hledanym komplexnim ¢islem = s
nejmensim argumentem goniometrického tvaru je pak bod dotyku T
tecny tohoto kruhu prochézejici pocatkem (viz. obrazek nize).

Im

R

Re

Trojuhelnik OT'S je pravouhly, pricemz |OS| = 25 a |T'S| = 15. Pomoci
Pythagorovy véty muzeme snadno spocitat, ze

|OT| = |z| = V252 — 152 = 20.
Odtud jiz snadno muzeme vyjadrit

. ™
COS (@ = SsIn E—O[

TS| 15 3

0S| 25 5



. (w ) oT| 20 4
SIMo =COS | — — 0| = — = — = —
2 0S| 25 5

a nasledné muzeme vyjadrit i hledané komplexni ¢islo x:

- 3 4 .
x = |z|(cosa +isina) = 20 (3—1—15) =12 + 16:.



