Reseni piikladii z minulého kola

1. Oznatme x pocet mistnosti. V kazdé mistnosti bylo = skiini, celkovy pocet
skifni ve véech mistnostech byl 2. V kazdé skiini bylo = zlataki, celkové tedy
ve viech mistnostech a vsech skifnich bylo z2 zlataki.

Po odeéteni jedné skiiné pro holi¢e chceme ukézat, ze 23 — 2 je délitelné sesti
(aby byl zbytek dédictvi rozdélen rovnym dilem mezi jeho 6 synt). Vyraz =3 —
muzeme zapsat ve tvaru (x — 1)a(z + 1). Jelikoz se jednd o soucin ti{ po sobé
jdoucich ¢isel, pravé jedno z nich musi byt délitelné tfemi. V ptipadé, ze x je
sudé ¢islo, je cely soucin sudy. Pokud x je liché ¢islo, pak x —1 a x4+ 1 jsou suda.
A tedy soucin (z — 1)z(z 4 1) bude délitelny dvéma. Cely vyraz (z — 1)z(x + 1)
je tudiz délitelny Sesti.

Odpovéd: Po odeéteni jedné skiiné zlataki pro holice se podafilo zbyvajici
¢ast dédictvi rozdélit rovnym dilem mezi 6 krélovych syni.

2. Nejprve vypocitdme plochu zahrad, kterda se ma osit. Obsah prvni zahrady
dostaneme jako soucet obsahu obdélnitku ABHG a trojuhelniku BCH a FHG,

které maji stejny obsah, viz obréazek.
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Uzitim goniometrickych funkci vypocteme délku stran
10 20 10 10
|GH| = —— = — a |FH|
sin60° /3

Pak obsah prvni zahrady je

T tg60° V3’

20 101
S1=10- "= +2-10—=~ = 100V/3.
' V3 V32
Protoze trojuhelnik CEF' je rovnostranny, délka strany CE je
|CE| = |CF|

Dopocitame délky stran

1 1
|CD| = ﬁsinBOO = 1 a |DE|= _bB =
V3 V3 V31tg30°
Pak obsah tfeti zahrady je
15 15 753



Tedy celkovy obsah je

75V3  275V3 |

S =100v3 + — S = 238, 157m>.

Protoze jeden pytel travniho semene vystaéi na 50m?, je tieba koupit 5 pytli,
ty budou dohromady stat 900K¢&. Pomér obsahu prvni a tieti zahrady, je

7573
1003 : 2‘[ coz je 8: 3.

Soused z prvni zahradky tedy zaplati

8 . )
900 = 654,5 K¢

a S()used Z druhé Zahra’dky
3 o
9()()_ - 246, (i I(C.

Odpovéd: Soused z prvni zahradky zaplati 654,5 K¢é a soused z druhé zahradky
zbylych 2455 Ké.

3. Pokud bychom uvazovali, ze v domécnosti zije 6 ruznych osob - Slavek,
Jenik, Pepik, Slavkova dcera, Jenikova manzelka a Pepikova netef, byla by
celkova castka kterou pfispivaji vSichni spolecné 6 - 1375 K¢, tedy 8250 Ke.
Odecteme-li ndjem 5180 K¢, dostaneme ¢astku 3070 K¢, kterou si maji mezi se-
bou spravedlivym dilem rozdélit tak, aby kazdy dostal sudy pocet desetikorun.
Coz v tomto piipadé neni mozné, tedy v domécnosti musi zit jiny pocet lidi.

Nyni predpokladejme, ze v domacnosti ziji kromé Slavka, Jenika a Pepika
pouze dvé zeny. Celkova ¢astka na domécnost by v tomto ptipadé byla 5 - 1375
Ke, tedy 6875 K¢, kterd lze rozdélit na 5 stejnych dilu, ale ne tak, aby kazdy
dostal sudy pocet desetikorun.

Ziji-li v doméacnosti 4 osoby - Jenik, Slavek, Pepik a jedna zena, budou celkem
prispivat 4 - 1375 K¢, tedy 5500 Ké. Odecteme-li ndjem, zustane 320 Ké. Tuto
¢astku lze rozdélit stejnym dilem mezi 4 osoby tak, ze kazdy dostane 8 (tedy
sudy pocet) desetikorun.

Odpovéd: V domécnosti ziji ¢tyti osoby - Jenik, Slavek, Pepik a jedna Zena,
ktera je Slavkova dcera, soucasné Jenikova manzelka a Pepikova netef. Kazda
osoba po zaplaceni ndjmu dostane ze spoleénych penéz 8 desetikorun nazpét.

4. Ozna¢me x cenu dvou kilogramu jablek. Kupec navazil vétsi mnozstvi jablek,
nez 2 kg, které odpovidalo cené (z+10) K¢. Pan Novak chtél z tohoto mnozstvi
jen % (tedy i % ceny). Cena % jablek pak byla o 5 K¢ mensi, nez cena 2 kg jablek.
Dostaneme tedy rovnici

2
5(:5—}—10):30—5,



jejimz fesenim je x = 35,- K¢. Pana Novaka stal ndkup o pét korun méné, nez
byla cena dvou kilogramu jablek, tedy (35 — 5),- K¢ = 30,- Ké.
Odpovéd: Pan Novak za jablka zaplatil 30,- Ké.

Oznacme si:

r ...polomeér kruhu,

a ...stranu rovnostranného trojuhelniku,

S1 ...obsah pravouhlého trojuhelniku,

Ss ... obsah rovnostranného trojuhelniku,

Sz ...obsah kruhu (= obsah bilé ¢asti obrazce),
S4 ...obsah Sedé ¢asti obrazce,

S5 ...obsah ¢erné ¢asti obrazce.

Pro obsahy S; a S5 plati vztahy:

54252—53 a 55253—51.

Pro polomér kruznice vepsané do rovnostranného trojuhelniku a stranu tohoto
trojuhelniku plati vztah:
a
r = 6\/5

Pak pro obsahy plati:

Sl = T27

SQ = 3\/§T,

S3 = mr2,

Sy = (3\/§ —m)r?,
S5 = (7‘(‘ — 1)7‘2.

Odpoved': Pomér gedé ku éerné ku bilé éasti je (3v/3 —7) : (r — 1) : 1.

6. Danou situaci si nactrneme.

h ...hledana vyska letadla,

A ...objekt A na zemském povrchu,

A’ ... obraz objektu A ve vysce h,

Ly ...pozice letce, ve které spatfil objekt A poprvé,
Lo ... pozice letce, ve které spatiil objekt A podruhé,
L} ...obraz pozice L; na zemském povrchu,



LY, ...obraz pozice Lo na zemském povrchu,

x1 ...vzdalenost bodu L; a A,

To ...vzdalenost bodu Ly a A,

a = 33° ... hloubkovy thel, pti némz letec spatfil objekt A pfi prvnim pohledu,
B = 21° ... hloubkovy uhel, pfi némz letec spatiil objekt A pfi druhém pohledu.

Z obrazku a znalosti goinometrickych funkei pro feseni pravoithlého trojihelniku

dostavame vztahy

h h
tg33° = — a tg21°—. (3)
T T2

Z Pythagorovy véty umime urc¢it vztah mezi vzdalenostmi x1 a xo

562:\/1'%4’9.

3-tg21°
V(tg33°)% — (tg21°)%

Pro hodnotu hledané vysky dostaneme

Pak

3-tg21° - tg33°
V/(tg33°)2 — (tg21°)2

h=m -tg33° =

Po vyéisleni h = 1,4277 Km.
Odpoveéd: Letec tedy letél ve vysce 1,4277 Km.



Reseni piikladt z minulého kola

1. Krychle se stranou délky 5cm byla roziezana na 125 malych krychlicek. Kazda
z téchto krychlicek mé stranu délky lcm. Hleddme krychlicky, které maji obar-
venou pravé jednu sténu. Jsou to pravé ty, které lezely uprostied stény puvodni
krychle. Ke stavbé nové krychle tedy mame k dispozici 6 - 9 = 54 krychlicek.
Plati

a® <54, a<3,779... tedy a=3.

Povrch této noveé vzniklé krychle bude
P=6-(1-a)% tedy P = 54cm?.

Odpovéd: Povrch krychle vytvofené z krychlicek s obarvenou pravé jednou
sténou je 54cm?.

2. Na vrcholu pyramidy stoji jedna skleni¢ka, v patie pod ni pak 22 = 4
sklenicky, v nsledujicim patie pak 32 = 9 skleni¢ek atd. Celkovy pocet sklenicek
v pyramidé je pak

14+4+9+164 25+ 36 4+ 49 + 64 = 204.
Do kazdé sklenicky se vejde 1dcl . K naplnéni vSech skleni¢ek v pyramidé je

tedy zapotiebi 20, 41 sampanského.
Odpovéd: Hostitelka musi koupit 21 litrovych lahvi sampaiiského.

3. Nakreslime si planek cesty.

5 km

4 km

Nejprve vypocitame délku trasy, kterou kamaradi doposud urazili. Z obrézku je
patrné, ze tato vzdélenost je rovna

v=3+5+a+3+4, piicemz a=/32+32=3V2,

tedy
v=15+3v2=19,24.

Abychom zjistili vzdalenost houbaiu od posedu, musime nejprve dopocitat
vzdalenosti b a c¢. Dostavame

b=3sin45° = %\/5



a z rovnosti

3
3+5=b+4+c, plyne c:4—§\/§.

Nyni uz muzeme pomoci Pythagorovy véty dopocitat vzddlenost houbaiu od

posedu
z =2 +b2=1/25-12V2 = 2,83.

Odpoveéd: Houbaii jsou 2,83 km od posedu a prozatim usli 19, 24 km.
4. Oznacime si vahy muzu pismeny A, B, C, D, E. Predpokladejme, ze plati
A<B<C<D<E.

Soucet dvou nejnizsich vah bude A + B = 128, dvou nejvyssich D + E = 161.
Obdobnymi tvahami dostaneme rovnosti A +C =132 a C' + E = 158.
Protoze kazdy se vazil ¢tytikrat a soucet vSech vah je 1444, dostaneme

1444

Dosazenim pfedchozich rovnosti do (1) vypocteme jednotlivé véhy
A=60, B=68, C=72, D=715 E=S86.
Odpovéd: Vahy jednotlivych muzi byly 60, 68, 72, 75 a 86 kilogramii.

5. Nacrtnéme si obrazek.
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Na zédpadni strané je 7 sloupku, na jizni 6 a vychodni 5 sloupku. Protoze sloupky
v rozich jsou zapocteny vzdy dvakrat, dohromady ma plot

7+ 6+ 5 — 2 =16 sloupka.

Pfi cesté od jedné strany plotu ke strané druhé tedy napoc¢itdme 16 sloupku. Pii
zpatectni cesté jiz vSak posledni sloupek nezapoc¢itavame, mineme tedy pouze 15
dalsi sloupku. V prvnim kole tak napocitame pravé 31 sloupku. Stejné tak v
kazdém dalsim kole nezapocteme prvni sloupek a mineme tak pravé 30 sloupku.
Odecteme-li od tisice 31 sloupku za prvni kolo a pak vydélime tficeti za kazdé
nasledujici kolo, zjistime, ze zahradu budeme muset obejit praveé tticet dvakrat
a jesté musime pricist dalsi 9 sloupku. Jelikoz ve chvili, kdy napoc¢itdme onéch



32:304+31 = 991 sloupkt, budeme stat u prvniho sloupku, zbylych devét sloupkt
tak musime zacit pocitat od sloupku druhého.
Odpovéd: Poklad je zakopan pod desatym sloupkem.

6.
| Popis obrazku:
o rr=>5cm......... polomér koule (také polomér dolni
sohodv T podstavy rotacniho kuzele),
| T2 e polomér hrany vrchliku (také po-
Il lomér horni podstavy rota¢niho
| kuzele),
: vi=Tcm ......... vyska kruhového vrchliku,
A V2 e vyska rotacniho kuzele,
: a = 2r1 = 10cm ... strana krychle.
|
ATV
!
| a
[ -
s ’ a
4 a

Pro urceni objemu tohoto télesa musime vypocitat hodnoty ro a ve. Polomér
ro ziskame pouzitim Pythagorovy véty

2 2 2 /
r1 = (v1 —711)" + 1y = 12 = /2011 —U%,

ro = v 2lcm.

Vyska rota¢niho kuzele vy spolu s vyskou krychle a vyskou kulového vrchliku
tvoii vysku celého télesa, vy je pak 13cm.
Ze vzorcu pro objem kulového vrchliku

tedy

V= %}1(37“% + v%),

rotacniho valce
TV

Va = T(T% +riry +13)
a krychle
Vs = a®
urcime celkovy objem télesa
V=Vi+V+V;,

po dosazeni V = 2348, 65cm3.
Odpovéd: Objem télesa je 2348, 65cm?.



KOS

Matematicky KOrespondenc¢ni Seminar
(Matematického tdstavu Slezské univerzity v Opavé)

BAAS
T
Mili pratelé,

v leto§nim roce se uskutecni jiz 5. ro¢nik matematického korespondenéniho
seminaie KOS pofadaného Matematickym tstavem Slezské univerzity v Opaveé.
Seminéf je uréeny predevsim studentum stiednich skol.

Utast v tomto seminafi Vam miize napomoci pfi rozvijeni Vageho logického
mysleni a schopnosti feSeni zadanych problému (nemusi jit pouze o problémy
matematické). Navic nékteré univerzity pii prijimacich pohovorech kladné hod-
noti tc¢ast na akcich tohoto druhu.

Studenti, kteii se umisti na celnich mistech obdrzi vécné ceny. Kazdy tcastnik
alespon dvou kol obdrzi certifikdt potvrzujici i¢ast v tomto seminéfi.

V prubéhu skolniho roku 2005/2006 Vam ve tfech kolech zasleme sérii ma-
tematickych tloh. Zadani se sklddd z teoretické ¢ésti a z piikladu k feSeni. Za
spravné teseni kazdého piikladu ziskdte 5 bodu (tzn. v kazdém kole maximélné
30 bodu). Regeni posilejte véetné postupu, nestaci pouze vysledek. Na kazdy list
napiste své jmého, kontaktni adresu, nazev skoly a rocnik, ve kterém studujete.
Reseni poslete postou na adresu:

KOS

Matematicky tstav

Slezska univerzita v Opavé

Na Rybnicku ¢. 1

746 01 Opava
nebo e-mailem:

KOS@math.slu.cz
Dodrzujte, prosim, termin odeslani. Rozhodujici je datum na postovnim razitku.
My Vase feseni opravime a spolu se zaddnim dalstho kola a prubéznym potadim
ucastniku Vam zasleme zpét. Spolu s opravenym tietim kolem Vam obdrzite
vysledné pofadi a vitéze ocenime.

Hodné stésti pieji organizatori.



Reseni piikladt z minulého kola

1. Automobil jede konstantni rychlosti v4 po trase dlouhé s4 = 300km v Case
ta. Letadlo leti rychlosti vy, = 4va v Case t; = %tA. Piimé vzdalenost mezi
misty A a B se tedy vypocitd ze vztahu

s, = wvr-tp,

s = gUA'tAa

pricemz vime, ze s4 = v4 - ta, tedy

4
s, = 3 300,
s, = 400km.

Odpovéd’: Draha letadla (pfimé vzdéalenost mezi misty A a B) nemuze byt delsi
nez draha automobilu, ptiklad tedy nema feSeni.

2. Reseni tohoto pifkladu se dé vyjadfit rovnici

1 1
Zx—l— 5(24— x) = .
Dostaneme tedy x = 438 = 9,6 hodin, coz je 9 hodin a 36 minut.

Odpovéd: Nyni je tedy 9 hodin a 36 minut.

3. Nejdiive vypocitame drahu autobusu s4 a drahu vlaku sy .

22 S Stara Lhota
9 /// |
! - :
2 // l
51 - |
1 e :
///17 :
Nové Lhota =~ 15 | ________________ 6
7 obréazku je patrné, ze plati
sq4 = 1Bb+17+14+54+1+24+14+9+ 22 ="T73km,
sy = VA5 +1+1+14+22)2+(17+5—-2+9)2

= V402 4292 = /2441 = 49, 4km.



Nyni dopocitame ¢as, za ktery vlak dorazi do Staré Lhoty.

sv._ V241 4y 4 6min,
vy 45

ty

Protoze autobus ma dorazit o pét minut diive, cesta mu musi trvat 1 hodinu a
1 minutu, coz je ptiblizné 1,015 hodin. Jeho rychlost je pak

va = 105 72km/hod.

Odpovéd: Autobus musi jet priimérnou rychlosti pfiblizné 72km /hod.

4. Oznac¢me vahu zavazadel jednoho cestujiciho x a druhého cestujiciho y. Plati
tedy
x + y = 65kg. (1)

Zakladni véhu zavazadel (za kterou cestujici nemusi platit) oznacime z. Déle
vime, Ze cena za nadvéhu jednoho ze zavazadel (Feknéme o véze x) je 250K¢,
druhého (o véze y) je 500K¢. Pokud by vsechna zavazadla patfila pouze jednomu
z cestujicich, doplacel by 2000K¢. Piredchozi tvrzeni 1ze zapsat vztahy

(x —2)kg ...250 K¢,
(y —2)kg ...500 K¢, (2)
(65 — 2)kg ...2000 Ke.

Vyuzijeme-li pfimou imérnost, dostaneme

r—2z 250 y—z 500
65—z 2000’ 65—z 2000’
65+ 7z 65+ 4z
r = ; y = - (3)

Dosadime-li do (1), obdrzime rovnici

65+ 7z 654 3z
_|_

=65
8 4 ’

jejiz feseni je z = 25kg.

Dosazenim do (3) zjistime vdhy jednotlivych zavazadel, x = 30kg a y = 35kg.
A ze vztahu (2) zjistime cenu za kilogram nadvéhy, tedy 50K¢/kg.

Odpovéd: Zakladni vdha zavazadla (tzn. za kterou nemusi cestujici platit) je
25kg, za kazdy koligram navic se doplaci 50K¢. Zavazadlo prvniho cestujicitho
vazi 30kg, druhého 35kg.

5. Ozna¢me mnozstvi cihel na prvni hromadé x, na druhé y a mnozstvi cihel na
tfeti hromadé z. Celkovou situaci muzeme znazornit nasledujici tabulkou.



1. hromada | 2. hromada | 3. hromada
na pocatku be y z
po 1. pfeneseni X-y 2y z
po 2. preneseni X-y 2y-z 27
po 3. prenesen{ 2(x-y) 2y-z 27-(x-y)

Protoze nakonec na kazdé hromadé zustalo pravé 640 cihel, dostavame nésledujici
tii rovnice

2(r—y) = 640,
2y —z = 640,
2z—(x—y) = 640.

Tato soustava ma reSeni
x =880, y =560 a z=480.

Odpovéd: Pavodné bylo na prvni hromadé 880 cihel, na druhé 560 a na tieti
480 cihel.

6. Oznacme s drahu, jakou mohou vyletnici urazit pii své cesté nez se budou
muset vratit zpatky domu. Déale oznaCtme sp resp. sp,Sk a sS4 drahu, kterou
ujedou na bruslich resp. ptujdou pésky, pojedou na kole ¢ autobusem. Pak

SBZSPZSK:§5 a Sp = S.

Analogicky ozna¢me jednotlivé rychlosti vp,vp,vg,va a Casy tg,tp,tx a ta.
Plati

va = 60km/h,
1 t — S fih
vg = EvAzlokm/h, B = 3790 30
s s
1 tp = =2y
vp = ng=2km/h, P 3.2 ’
s s
vk = 12up = 24km/h. tk = g5 = mgt

Navic vime, zZe cely vylet ma trvat pravé dest hodin, tedy
ta=10— (tg +tp + tk).

Potom drédhu s vypocitame z néasledujici rovnice

SA:’UAtAZGO(lO—i—f—i)

30 6 712
43, 4km

S =

s =

Odpovéd: Vyletnici se mohou vydat nejdale 43,4km.



