
Řešeńı př́ıklad̊u z minulého kola

1. Označme x počet mı́stnost́ı. V každé mı́stnosti bylo x skř́ıńı, celkový počet
skř́ıńı ve všech mı́stnostech byl x2. V každé skř́ıni bylo x zlat’ák̊u, celkově tedy
ve všech mı́stnostech a všech skř́ıńıch bylo x3 zlat’ák̊u.

Po odečteńı jedné skř́ıně pro holiče chceme ukázat, že x3−x je dělitelné šesti
(aby byl zbytek dědictv́ı rozdělen rovným d́ılem mezi jeho 6 syn̊u). Výraz x3−x
můžeme zapsat ve tvaru (x − 1)x(x + 1). Jelikož se jedná o součin tř́ı po sobě
jdoućıch č́ısel, právě jedno z nich muśı být dělitelné třemi. V př́ıpadě, že x je
sudé č́ıslo, je celý součin sudý. Pokud x je liché č́ıslo, pak x−1 a x+1 jsou sudá.
A tedy součin (x− 1)x(x +1) bude dělitelný dvěma. Celý výraz (x− 1)x(x +1)
je tud́ıž dělitelný šesti.

Odpověd’: Po odečteńı jedné skř́ıně zlat’ák̊u pro holiče se podařilo zbývaj́ıćı
část dědictv́ı rozdělit rovným d́ılem mezi 6 králových syn̊u.

2. Nejprve vypoč́ıtáme plochu zahrad, která se má ośıt. Obsah prvńı zahrady
dostaneme jako součet obsahu obdélńıku ABHG a trojúhelńık̊u BCH a FHG,
které maj́ı stejný obsah, viz obrázek.
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Užit́ım goniometrických funkćı vypočteme délku stran

|GH | =
10

sin 60◦
=

20√
3

a |FH | =
10

tg 60◦
=

10√
3
.

Pak obsah prvńı zahrady je

S1 = 10 ·
20√
3

+ 2 · 10
10√

3

1

2
= 100

√
3.

Protože trojúhelńık CEF je rovnostranný, délka strany CE je

|CE| = |CF | =
20√
3

+
10√
3

=
30√
3
.

Dopoč́ıtáme délky stran

|CD| =
30√
3

sin 30◦ =
15√
3

a |DE| =
15√

3 tg 30◦
= 15.

Pak obsah třet́ı zahrady je

S3 =
15√
3
·
15

2
=

75
√

3

2
.
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Tedy celkový obsah je

S = 100
√

3 +
75

√
3

2
=

275
√

3

2
.
= 238, 157m2.

Protože jeden pytel travńıho semene vystač́ı na 50m2, je třeba koupit 5 pytl̊u,
ty budou dohromady stát 900Kč. Poměr obsah̊u prvńı a třet́ı zahrady, je

100
√

3 :
75

√
3

2
což je 8 : 3.

Soused z prvńı zahrádky tedy zaplat́ı

900
8

11
.
= 654, 5 Kč

a soused z druhé zahrádky

900
3

11
.
= 245, 5 Kč.

Odpověd’: Soused z prvńı zahrádky zaplat́ı 654,5 Kč a soused z druhé zahrádky
zbylých 245,5 Kč.

3. Pokud bychom uvažovali, že v domácnosti žije 6 r̊uzných osob - Slávek,
Jeńık, Peṕık, Slávkova dcera, Jeńıkova manželka a Peṕıkova neteř, byla by
celková částka kterou přisṕıvaj́ı všichni společně 6 · 1375 Kč, tedy 8250 Kč.
Odečteme-li nájem 5180 Kč, dostaneme částku 3070 Kč, kterou si maj́ı mezi se-
bou spravedlivým d́ılem rozdělit tak, aby každý dostal sudý počet desetikorun.
Což v tomto př́ıpadě neńı možné, tedy v domácnosti muśı ž́ıt jiný počet lid́ı.

Nyńı předpokládejme, že v domácnosti žij́ı kromě Slávka, Jeńıka a Peṕıka
pouze dvě ženy. Celková částka na domácnost by v tomto př́ıpadě byla 5 · 1375
Kč, tedy 6875 Kč, která lze rozdělit na 5 stejných d́ıl̊u, ale ne tak, aby každý
dostal sudý počet desetikorun.

Žij́ı-li v domácnosti 4 osoby - Jeńık, Slávek, Peṕık a jedna žena, budou celkem
přisṕıvat 4 · 1375 Kč, tedy 5500 Kč. Odečteme-li nájem, z̊ustane 320 Kč. Tuto
částku lze rozdělit stejným d́ılem mezi 4 osoby tak, že každý dostane 8 (tedy
sudý počet) desetikorun.

Odpověd’: V domácnosti žij́ı čtyři osoby - Jeńık, Slávek, Peṕık a jedna žena,
která je Slávkova dcera, současně Jeńıkova manželka a Peṕıkova neteř. Každá
osoba po zaplaceńı nájmu dostane ze společných peněz 8 desetikorun nazpět.

4. Označme x cenu dvou kilogramů jablek. Kupec navážil větš́ı množstv́ı jablek,
než 2 kg, které odpov́ıdalo ceně (x+10) Kč. Pan Novák chtěl z tohoto množstv́ı
jen 2

3
(tedy i 2

3
ceny). Cena 2

3
jablek pak byla o 5 Kč menš́ı, než cena 2 kg jablek.

Dostaneme tedy rovnici
2

3
(x + 10) = x − 5,
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jej́ımž řešeńım je x = 35,- Kč. Pana Nováka stál nákup o pět korun méně, než
byla cena dvou kilogramů jablek, tedy (35 − 5),- Kč = 30,- Kč.

Odpověd’: Pan Novák za jablka zaplatil 30,- Kč.

5.
Označme si:
r . . . poloměr kruhu,
a . . . stranu rovnostranného trojúhelńıku,
S1 . . . obsah pravoúhlého trojúhelńıku,
S2 . . . obsah rovnostranného trojúhelńıku,
S3 . . . obsah kruhu (= obsah b́ılé části obrazce),
S4 . . . obsah šedé části obrazce,
S5 . . . obsah černé části obrazce.

Pro obsahy S4 a S5 plat́ı vztahy:

S4 = S2 − S3 a S5 = S3 − S1.

Pro poloměr kružnice vepsané do rovnostranného trojúhelńıku a stranu tohoto
trojúhelńıku plat́ı vztah:

r =
a

6

√
3.

Pak pro obsahy plat́ı:
S1 = r2,
S2 = 3

√
3r,

S3 = πr2,
S4 = (3

√
3 − π)r2,

S5 = (π − 1)r2.
Odpověd’: Poměr šedé ku černé ku b́ılé části je (3

√
3 − π) : (π − 1) : 1.

6. Danou situaci si načtrneme.
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L2
|
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A
|
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.
.

.

.
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V
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S

h . . . hledaná výška letadla,
A . . . objekt A na zemském povrchu,
A′ . . . obraz objektu A ve výšce h,
L1 . . . pozice letce, ve které spatřil objekt A poprvé,
L2 . . . pozice letce, ve které spatřil objekt A podruhé,
L′

1 . . . obraz pozice L1 na zemském povrchu,
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L′

2 . . . obraz pozice L2 na zemském povrchu,
x1 . . . vzdálenost bod̊u L1 a A,
x2 . . . vzdálenost bod̊u L2 a A,
α = 33◦ . . . hloubkový úhel, při němž letec spatřil objekt A při prvńım pohledu,
β = 21◦ . . . hloubkový úhel, při němž letec spatřil objekt A při druhém pohledu.

Z obrázku a znalost́ı goinometrických funkćı pro řešeńı pravoúhlého trojúhelńıku
dostáváme vztahy

tg 33◦ =
h

x1

a tg 21◦
h

x2

. (3)

Z Pythagorovy věty umı́me určit vztah mezi vzdálenostmi x1 a x2

x2 =
√

x2
1

+ 9.

Pak

x1 =
3 · tg 21◦

√

(tg 33◦)2 − (tg 21◦)2
.

Pro hodnotu hledané výšky dostaneme

h = x1 · tg 33◦ =
3 · tg 21◦ · tg 33◦

√

(tg 33◦)2 − (tg 21◦)2
.

Po vyč́ısleńı h
.
= 1, 4277 Km.

Odpověd’: Letec tedy letěl ve výšce 1, 4277 Km.
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Řešeńı př́ıklad̊u z minulého kola

1. Krychle se stranou délky 5cm byla rozřezána na 125 malých krychliček. Každá
z těchto krychliček má stranu délky 1cm. Hledáme krychličky, které maj́ı obar-
venou právě jednu stěnu. Jsou to právě ty, které ležely uprostřed stěny p̊uvodńı
krychle. Ke stavbě nové krychle tedy máme k dispozici 6 · 9 = 54 krychliček.
Plat́ı

a3 < 54, a < 3, 779... tedy a = 3.

Povrch této nově vzniklé krychle bude

P = 6 · (1 · a)2, tedy P = 54cm2.

Odpověd’: Povrch krychle vytvořené z krychliček s obarvenou právě jednou
stěnou je 54cm2.

2. Na vrcholu pyramidy stoj́ı jedna sklenička, v patře pod ńı pak 22 = 4
skleničky, v následuj́ıćım patře pak 32 = 9 skleniček atd. Celkový počet skleniček
v pyramidě je pak

1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64 = 204.

Do každé skleničky se vejde 1dcl . K naplněńı všech skleniček v pyramidě je
tedy zapotřeb́ı 20, 4l šampaňského.
Odpověd’: Hostitelka muśı koupit 21 litrových lahv́ı šampaňského.

3. Nakresĺıme si plánek cesty.

S

J

VZ

5 km

3 kma 45°
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3 km
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b
b

4 km

45°

3 km

4 km
b

c

x

posed

Nejprve vypoč́ıtáme délku trasy, kterou kamarádi doposud urazili. Z obrázku je
patrné, že tato vzdálenost je rovna

v = 3 + 5 + a + 3 + 4, přičemž a =
√

32 + 32 = 3
√

2,

tedy
v = 15 + 3

√
2

.
= 19, 24.

Abychom zjistili vzdálenost houbař̊u od posedu, muśıme nejprve dopoč́ıtat
vzdálenosti b a c. Dostáváme

b = 3 sin 45◦ =
3

2

√
2
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a z rovnosti

3 + 5 = b + 4 + c, plyne c = 4 −
3

2

√
2.

Nyńı už můžeme pomoćı Pythagorovy věty dopoč́ıtat vzdálenost houbař̊u od
posedu

x =
√

c2 + b2 =

√

25 − 12
√

2
.
= 2, 83.

Odpověd’: Houbaři jsou 2, 83 km od posedu a prozat́ım ušli 19, 24 km.

4. Označ́ıme si váhy muž̊u ṕısmeny A, B, C, D, E. Předpokládejme, že plat́ı

A ≤ B ≤ C ≤ D ≤ E.

Součet dvou nejnižš́ıch vah bude A + B = 128, dvou nejvyšš́ıch D + E = 161.
Obdobnými úvahami dostaneme rovnosti A + C = 132 a C + E = 158.
Protože každý se vážil čtyřikrát a součet všech vah je 1444, dostaneme

A + B + C + D + E =
1444

4
. (1)

Dosazeńım předchoźıch rovnost́ı do (1) vypočteme jednotlivé váhy

A = 60, B = 68, C = 72, D = 75, E = 86.

Odpověd’: Váhy jednotlivých muž̊u byly 60, 68, 72, 75 a 86 kilogramů.

5. Načrtněme si obrázek.

dům

zahrada

S

J

VZ

Na západńı straně je 7 sloupk̊u, na jižńı 6 a východńı 5 sloupk̊u. Protože sloupky
v roźıch jsou započteny vždy dvakrát, dohromady má plot

7 + 6 + 5 − 2 = 16 sloupk̊u.

Při cestě od jedné strany plotu ke straně druhé tedy napoč́ıtáme 16 sloupk̊u. Při
zpátečńı cestě již však posledńı sloupek nezapoč́ıtáváme, mineme tedy pouze 15
daľśı sloupk̊u. V prvńım kole tak napoč́ıtáme právě 31 sloupk̊u. Stejně tak v
každém daľśım kole nezapočteme prvńı sloupek a mineme tak právě 30 sloupk̊u.
Odečteme-li od tiśıce 31 sloupk̊u za prvńı kolo a pak vyděĺıme třiceti za každé
následuj́ıćı kolo, zjist́ıme, že zahradu budeme muset obej́ıt právě třicet dvakrát
a ještě muśıme přič́ıst daľśı 9 sloupk̊u. Jelikož ve chv́ıli, kdy napoč́ıtáme oněch
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32·30+31 = 991 sloupk̊u, budeme stát u prvńıho sloupku, zbylých devět sloupk̊u
tak muśıme zač́ıt poč́ıtat od sloupku druhého.
Odpověd’: Poklad je zakopán pod desátým sloupkem.

6.

r1

r2

r1

v1

v2

a

a
a

Popis obrázku:
r1 = 5cm . . . . . . . . . poloměr koule (také poloměr dolńı

podstavy rotačńıho kužele),
r2 . . . . . . . . . . . . . . . . poloměr hrany vrchĺıku (také po-

loměr horńı podstavy rotačńıho
kužele),

v1 = 7cm . . . . . . . . . výška kruhového vrchĺıku,
v2 . . . . . . . . . . . . . . . . výška rotačńıho kužele,
a = 2r1 = 10cm . . . strana krychle.

Pro určeńı objemu tohoto tělesa muśıme vypoč́ıtat hodnoty r2 a v2. Poloměr
r2 źıskáme použit́ım Pythagorovy věty

r2
1 = (v1 − r1)

2 + r2
2 =⇒ r2 =

√

2v1r1 − v2
1
,

tedy
r2 =

√
21cm.

Výška rotačńıho kužele v2 spolu s výškou krychle a výškou kulového vrchĺıku
tvoř́ı výšku celého tělesa, v2 je pak 13cm.
Ze vzorc̊u pro objem kulového vrchĺıku

V1 =
πv1

6
(3r2

2 + v2
1),

rotačńıho válce
V2 =

πv2

3
(r2

1 + r1r2 + r2

2)

a krychle
V3 = a3

urč́ıme celkový objem tělesa

V = V1 + V2 + V3,

po dosazeńı V
.
= 2348, 65cm3.

Odpověd’: Objem tělesa je 2348, 65cm3.
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KOS
Matematický KOrespondenčńı Seminář

(Matematického ústavu Slezské univerzity v Opavě)
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Miĺı přátelé,

v letošńım roce se uskutečńı již 5. ročńık matematického korespondenčńıho
semináře KOS pořádaného Matematickým ústavem Slezské univerzity v Opavě.
Seminář je určený předevš́ım student̊um středńıch škol.

Účast v tomto semináři Vám může napomoci při rozv́ıjeńı Vašeho logického
myšleńı a schopnost́ı řešeńı zadaných problémů (nemuśı j́ıt pouze o problémy
matematické). Nav́ıc některé univerzity při přij́ımaćıch pohovorech kladně hod-
not́ı účast na akćıch tohoto druhu.

Studenti, kteř́ı se umı́st́ı na čelńıch mı́stech obdrž́ı věcné ceny. Každý účastńık
alespoň dvou kol obdrž́ı certifikát potvrzuj́ıćı účast v tomto semináři.

V pr̊uběhu školńıho roku 2005/2006 Vám ve třech kolech zašleme sérii ma-
tematických úloh. Zadáńı se skládá z teoretické části a z př́ıklad̊u k řešeńı. Za
správné řešeńı každého př́ıkladu źıskáte 5 bod̊u (tzn. v každém kole maximálně
30 bod̊u). Řešeńı pośılejte včetně postupu, nestač́ı pouze výsledek. Na každý list
napǐste své jmého, kontaktńı adresu, název školy a ročńık, ve kterém studujete.
Řešeńı pošlete poštou na adresu:

KOS
Matematický ústav
Slezská univerzita v Opavě
Na Rybńıčku č. 1
746 01 Opava

nebo e-mailem:
KOS@math.slu.cz

Dodržujte, prośım, termı́n odesláńı. Rozhoduj́ıćı je datum na poštovńım raźıtku.
My Vaše řešeńı oprav́ıme a spolu se zadáńım daľśıho kola a pr̊uběžným pořad́ım
účastńık̊u Vám zašleme zpět. Spolu s opraveným třet́ım kolem Vám obdrž́ıte
výsledné pořad́ı a v́ıtěze oceńıme.

Hodně štěst́ı přej́ı organizátoři.



Řešeńı př́ıklad̊u z minulého kola

1. Automobil jede konstantńı rychlost́ı vA po trase dlouhé sA = 300km v čase
tA. Letadlo let́ı rychlost́ı vL = 4vA v čase tL = 1

3
tA. Př́ımá vzdálenost mezi

mı́sty A a B se tedy vypoč́ıtá ze vztahu

sL = vL · tL,

sL =
4

3
vA · tA,

přičemž v́ıme, že sA = vA · tA, tedy

sL =
4

3
· 300,

sL = 400km.

Odpověd’: Dráha letadla (př́ımá vzdálenost mezi mı́sty A a B) nemůže být deľśı
než dráha automobilu, př́ıklad tedy nemá řešeńı.

2. Řešeńı tohoto př́ıkladu se dá vyjádřit rovnićı

1

4
x +

1

2
(24 − x) = x.

Dostaneme tedy x = 48

5
= 9, 6 hodin, což je 9 hodin a 36 minut.

Odpověd’: Nyńı je tedy 9 hodin a 36 minut.

3. Nejdř́ıve vypoč́ıtáme dráhu autobusu sA a dráhu vlaku sV .

Nová Lhota

Stará Lhota

15

22

5

17

2

1

1

1

9

Z obrázku je patrné, že plat́ı

sA = 15 + 17 + 1 + 5 + 1 + 2 + 1 + 9 + 22 = 73km,

sV =
√

(15 + 1 + 1 + 1 + 22)2 + (17 + 5 − 2 + 9)2

=
√

402 + 292 =
√

2441
.
= 49, 4km.
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Nyńı dopoč́ıtáme čas, za který vlak doraźı do Staré Lhoty.

tV =
sV

vV

=

√

2441

45
.
= 1hod 6min.

Protože autobus má dorazit o pět minut dř́ıve, cesta mu muśı trvat 1 hodinu a
1 minutu, což je přibližně 1, 015 hodin. Jeho rychlost je pak

vA =
sV

tV

.
=

73

1, 015
.
= 72km/hod.

Odpověd’: Autobus muśı jet pr̊uměrnou rychlost́ı přibližně 72km/hod.

4. Označme váhu zavazadel jednoho cestuj́ıćıho x a druhého cestuj́ıćıho y. Plat́ı
tedy

x + y = 65kg. (1)

Základńı váhu zavazadel (za kterou cestuj́ıćı nemuśı platit) označ́ıme z. Dále
v́ıme, že cena za nadváhu jednoho ze zavazadel (řekněme o váze x) je 250Kč,
druhého (o váze y) je 500Kč. Pokud by všechna zavazadla patřila pouze jednomu
z cestuj́ıćıch, doplácel by 2000Kč. Předchoźı tvrzeńı lze zapsat vztahy

(x − z)kg . . . 250 Kč,

(y − z)kg . . . 500 Kč, (2)

(65 − z)kg . . . 2000 Kč.

Využijeme-li př́ımou úměrnost, dostaneme

x − z

65 − z
=

250

2000
,

x =
65 + 7z

8
,

y − z

65 − z
=

500

2000
,

y =
65 + 4z

5
. (3)

Dosad́ıme-li do (1), obdrž́ıme rovnici

65 + 7z

8
+

65 + 3z

4
= 65,

jej́ıž řešeńı je z = 25kg.
Dosazeńım do (3) zjist́ıme váhy jednotlivých zavazadel, x = 30kg a y = 35kg.
A ze vztahu (2) zjist́ıme cenu za kilogram nadváhy, tedy 50Kč/kg.
Odpověd’: Základńı váha zavazadla (tzn. za kterou nemuśı cestuj́ıćı platit) je
25kg, za každý koligram nav́ıc se dopláćı 50Kč. Zavazadlo prvńıho cestuj́ıćıho
váž́ı 30kg, druhého 35kg.

5. Označme množstv́ı cihel na prvńı hromadě x, na druhé y a množstv́ı cihel na
třet́ı hromadě z. Celkovou situaci můžeme znázornit následuj́ıćı tabulkou.
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1. hromada 2. hromada 3. hromada
na počátku x y z
po 1. přeneseńı x-y 2y z
po 2. přeneseńı x-y 2y-z 2z
po 3. přeneseńı 2(x-y) 2y-z 2z-(x-y)

Protože nakonec na každé hromadě z̊ustalo právě 640 cihel, dostáváme následuj́ıćı
tři rovnice

2(x − y) = 640,

2y − z = 640,

2z − (x − y) = 640.

Tato soustava má řešeńı

x = 880, y = 560 a z = 480.

Odpověd’: Původně bylo na prvńı hromadě 880 cihel, na druhé 560 a na třet́ı
480 cihel.

6. Označme s dráhu, jakou mohou výletńıci urazit při své cestě než se budou
muset vrátit zpátky domů. Dále označme sB resp. sP , sK a sA dráhu, kterou
ujedou na brusĺıch resp. p̊ujdou pěšky, pojedou na kole či autobusem. Pak

sB = sP = sK =
1

3
s a sA = s.

Analogicky označme jednotlivé rychlosti vB, vP , vK , vA a časy tB, tP , tK a tA.
Plat́ı

vA = 60km/h,

vB =
1

6
vA = 10km/h,

vP =
1

5
vB = 2km/h,

vK = 12vP = 24km/h.

tB =
s

3 · 10
=

s

30
h,

tP =
s

3 · 2
=

s

6
h,

tK =
s

3 · 24
=

s

72
h.

Nav́ıc v́ıme, že celý výlet má trvat právě dest hodin, tedy

tA = 10 − (tB + tP + tK).

Potom dráhu s vypoč́ıtáme z následuj́ıćı rovnice

s = sA = vAtA = 60(10 −

s

30
−

s

6
−

s

72
)

s
.
= 43, 4km

Odpověd’: Výletńıci se mohou vydat nejdále 43,4km.
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