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Vazeni pratelé,

dékujeme vam za ucast v 2. roéniku naseho korespondenéniho seminaie
KOS. Tési nds vas vzrustajici zadjem oproti minulému ro¢niku. Vsem ucastni-
kum zasilame tuto brozurku, ze které se muzete dozvédét, jak jste uspéli
v porovnani s ostatnimi soutézicimi. Soucésti brozurky je také kompletni
zadani a teseni vSech tii kol letosniho roéniku. Chceme jenom poznamenat,
ze mnohé priklady je mozné fesit ruznymi zpusoby a my jsme uvedli pouze
néktera feseni.

Rozdily mezi vami byly minimalni, proto nas mrzi, ze nemuzeme vécnymi
cenami odmeénit vSechny, ale pouze prvni tii. Utastnici viech tif kol od nés
dostali alespon ¢estné uznani a blok s tuzkou.

V letosnim ro¢niku se stala jedna nemild véc. Posta ztratila minimalné
jeden dopis. Vsem, kterym tato skutecnost ovlivnila umisténi, se moc om-
louvame, i kdyz jsme ji nemohli ovlivnit.

Doufame, ze i nadale budete mit dobry vztah k matematice. A mozna se
také setkame pti néjaké dalsi prilezitosti, napt. v pristim rocniku korespon-
den¢niho seminére.

Prejeme vam hodné uspéchu pii studiu i v osobnim zivoteé.

Za organizatory
A. Hakova
RNDr. D. Smetanova
RNDr. J. Sedénkové
Mgr. P. Volny



Vysledky 2. roéniku KOSa

Poradi | Jméno 1. kolo | 2. kolo | 3. kolo | Soucet
1. Viénova 29 30 30 89
2. Hékova 28 295 30 87,5
3. Unzeitig 27,5 29,5 27,5 84,5
4. Motycka 26,5 30 27,5 84
5. Hotovy 26,5 27 30 83,5
6. Studnicné 25 28 30 83
7. Novotny 27,5 24 30 81,5
8. Jedlicka 24 29,5 26,5 80
9. Zak 25 23 30 78
10. Kaller 19 29,5 28 76,5
11. Uhlitova 20,5 25 30 75,5
12. Polcak 18 26,5 29,5 74
13. Lukéasek 19 29 25 73
14.-16. | Cmielové 20 21 29.5 70,5
Michalcova 18 25 27,5 70,5
Pospisilova 24 17,5 29 70,5
17. Hradilova 25 21 24 70
18. Legersky 25 20,5 24 69,5
19.-20. | Peikertova 22,5 18 28,5 69
Sedénka 26,5 12,5 30 69
21. Hornickova 18 22,5 26 66,5
22, Uchytilové 13,5 22,5 30 66
23. Hudcova 13 20,5 28,5 62
24. Kaluzova 21,5 14,5 25 61
25. Hauptova Z. 18 19 21,5 58,5
26. Hauptova K. 18 16,5 23 57,5
27. Prochazka 15,5 15 26,5 57
28. Sindelové 20 12 17,5 49,5
29.-31. | Bakalova 24.5 24.5 0 49
Brfezinova 0 24,5 24.5 49
Polednikova 14 15 20 49
32.-33. | Mohylova 18 0 30 48
Novékova 13 20 15 48
34. Pechova 22 23,5 0 45,5
35. Jezowicz 22 21,5 0 43,5
36. Cupal 13 15 15 43
37. Zémecénikova 20 7,5 15 42.5
38.-40. | Lokajova 14,5 14 13,5 42
Michnova 13,5 7 21,5 42
Mikita 13 10 19 42
41.-42. | Fronék 11 10,5 17,5 39
Sotolafova 8,5 9 21,5 39
43. Lepik 18,5 20 0 38,5




Poradi | Jméno 1. kolo | 2. kolo | 3. kolo | Soucet
44.-45. | Machala 13 22,5 0 35,5
Pastor 13 22,5 0 35,5
46.-47. | Skotak 18,5 16,5 0 35
Skutové 13 0 22 35
48.-50. | Jurickova 13 0 21,5 34,5
Kabilova 14,5 20 0 34,5
Luks 19,5 15 0 34,5
51.-54. | Bozdéchova 13 20 0 33
Dohnal 19 14 0 33
Micek 13 20 0 33
Safaf 18 15 0 33
55. Meléar 18 12,5 0 30,5
56. Mikolasova 13 16,5 0 29,5
57.-61. | Butschleova 13 15 0 28
Hapala 18 10 0 28
Jeckelova 13 15 0 28
Jirova 13 15 0 28
Koévarova 15,5 12,5 0 28
62.-63. | Demjen 17 10,5 0 27,5
Kozubek 20 7,5 0 27,5
64. Nowakova 27 0 0 27
65. Nikendeiova 13 12,5 0 25,5
66. Kramolis 24,5 0 0 24,5
67. Nakladal 23 0 0 23
68. Sodkov4 13 7.5 0 20,5
69. Mucha 20 0 0 20
70. Koreny 18,5 0 0 18,5
71. Rezna 18 0 0 18
72.-73. | Michnova 16 0 0 16
Patkova 16 0 0 16
74. Simikova 0 15,5 0 15,5
75.-81. | Chrobakova 0 15 0 15
Chudoba 15 0 0 15
Kavka 15 0 0 15
Koneény 15 0 0 15
Koucky 15 0 0 15
Marencokova 0 15 0 15
Pechéacek 0 15 0 15
82. Klepkova 14 0 0 14
83. Zavodsky 13,5 0 0 13,5
84. Ligocki 13 0 0 13
85. Haladej 0 12,5 0 12,5
86. Mala 10,5 0 0 10,5
87.-88. | Chlebkova 0 8 0 8
Poléckova 0 8 0 8
89. Palenickova 0 7 0 7




Jak meérit?
pripravil Mgr. M. Poboril

Uved'me pro zajimavost, ze délkova jednotka metr byla zavedena ve Fran-
cii az v dobé Velké francouzské revoluce (1799). Jejim zakladem se stal deseti-
miliénty dil ¢tvrtiny zemského poledniku. Metr byl prijat vétsinou zemi pro
podstatnou prednost, jiz jsou prevodni koeficienty rovné mocninam desitky.

V soucasné dobé se pouzivé definice metru (zakladni jednotky SI) odvoze-
na od rychlosti svétla ve vakuu. Metr je délka trajektorie, kterou probéhne
svetlo ve vakuu za 1/299 792 458 sekundy.
délky (¢asto se jednalo o ¢asti lidského téla). Dodnes se nékde pouziva nézvu
Hoket“, stopa‘“ atd. Napiiklad v jizni Africe se mluvi o kohoutim kiiku a
buceni kravy a mysli se tim vzdéalenost, na kterou je tyto zvuky slyset.

V dobé Piemysla Otakara II. se i u nas mérilo na lokte. Prazsky loket meél
3 pidé, jedna pid’ 10 prstu a jeden prst 4 zrna je¢mene. Vétsi jednotkou byl
hon, ktery se délil na 5 provazcu, coz bylo 210 prazskych lokti. Loket méftil
asi 53,4 cm.

Priiklad: Pokuste se vypocitat délku jednoho zrna jecmene a délku jed-
noho honu.

Reseni: a)

1 loket ....... 3 pide

1pid ......... 10 prstu tzn. 1 loket = 3 - 10 prstu = 30 prstu

1 loket ....... 30 prstu

1 prst ......... 4 zrna jeCmene tzn. 1 loket = 30 - 4 zrn je¢mene = 120 zrn
jeémene

Tedy: 1 loket ..... 120 zrn jecmene.

Jestlize zname délku 1 lokte, coz je 53,4 cm, pak délku jednoho zrna
je¢mene vypocitame tak, ze délku 1 lokte vydélime 120.

53,4cm : 120 = 0,445cm

Délka jednoho zrna je¢mene byla asi 0,445 cm.



b) Podobné:
lhon ............... 5 provazcu ............... 210 loktu

Tedy: 1 hon ........... 210-53,4ecm = 11214 cem

Délka jednoho honu byla asi 112,14 m.

Zadani a reSeni 1. kola

1. Hlemyzd byl od vlastovky pozvan na svac¢inu ve vzdalenosti jedné
galské mile. Hlemyzd’ vSak za den usel jen jednu unci stopy. Za kolik dni
hlemyzd’ dorazil k vlastovce na sva¢inu? ( 1 galskd mile = 1500 dvojkroku =
asi 2,25 km, 1 dvojkrok = 5 stop, 1 stopa = 12 unci )

Reseni 1. Vyuzitim prevodnich vztahit dostdvame nasledujici rovnosti:
1 galska mile = 1 500 dvojkroku = 5-1 500 stop = 12-5-1 500 unci = 90 000
unci = 90 000 dni.

Hlemyzd’ by dosel k vlastovce za 90 000 dni. Ve skutecnosti by k vlastovce
asi nikdy nedorazil, protoze jeho cesta by trvala ptres 200 let a hlemyzdi
ani vlastovky se takového véku nedozivaji. (Ledaze bychom uvazovali jinou
planetu, na které by to vSechno mohlo byt mozné.)

2. Mame 12 zapalek, ze kterych muzeme poskldadat ctyfi rovnostranné
trojihelniky (viz. obrazek).

AN AN v

Odebranim jedné zapalky nam zustane 11 zapalek, ze kterych opét dokazeme
poskladat 4 rovnostranné trojuhelniky. Nakreslete teSeni, jestlize existuje,
jak muzeme poskladat 4 rovnostranné trojuhelniky z 11, 10 a 9 zapalek. Lze
utvorit 4 rovnostranné trojihelniky z menstho poctu zapalek nez z 97

Reseni 2. Na nésledujicich obrazcich vidime, jak posklddat 4 rovnostranné
trojihelniky z 11, 10 a 9 zdpalek (nemusi to byt jedind fesen{). Nejmensi pocet
zapalek, ze kterych poskladdme 4 rovnostranné trojihelniky je 6 (nebo 5,
pokud pripustime, ze trojihelniky mohou mit ruznou velikost). Pro 6 zapalek
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mame nékolik moznosti, bud’ prostorovy obréazek ¢tytsténu, kde stény tvori
4 rovnostranné trojuhelniky, nebo plochy obrazek s vyuzitim ¢islice 4 nebo

V.
/\ /\ /\ /\ 12 zapalek
A A <l> 11 zépalek

9 zépalek /V\ /\
\VARVAVAN

L A v [V A
Q 5 sépalek

3. Predstavte si, ze roziezeme krychlovy metr na krychlové milimetry
a z téchto malych kosticek vytvoiime souvislou rovnou fadu. Jak dlouho
by vam trvala cesta od prvni krychlicky k posledni krychli¢ce, kdybyste sli
rychlou chuzi (bez piestavky) 6 km - h=1,

Reseni 3. Nejdifve spocitdame, kolik krychlovych milimetria mé krychlovy
metr
1m® = (1000)® mm?® = 10 mm?.

Rada z malych kosti¢ek bude tedy dlouhd

10° mm = 10°m = 10 km.



Vztah mezi drahou x = 103 km, rychlosti v = 6km - h™! a ¢asem t je ddn
rovnici x = v - t, ze které vyjadiime cas

| i
tzfzghzl%ﬁh.

Cesta od prvni k posledni kosti¢ce by trvala 166 hodin a 40 minut, coz je
6 dni 22 hodin a 40 minut.

4. Pro které hodnoty parametru a € R ma systém rovnic
z? =92, (x—a)+y*=1

pravé ctyri, pravé tii, pravé dveé, pravé jedno nebo zadné reseni?

Reseni 4. Budeme hledat feSeni systému rovnic

2=, (@—aP+y =1 (1)

Sec¢tenim obou rovnic dostaneme kvadratickou rovnici
2202 — 2ar +a* —1=0 (2)

Tato kvadraticka rovnice muze mit v zavislosti na parametru a bud’ zadné
feSeni, jedno feSeni nebo dvé feSeni. Spocitame diskriminant kvadratické
rovnice (2)

D=4a®>—4-2-(a®*—1) = 4(2 — d?).

Rovnice nemé teseni, je-li D je mensi nez 0,
D <0 & a € (o0, —V2) U (V2,00).

Pro stejné hodnoty parametru a neexistuje zadné feSeni ani pro zadany
systém rovnic (1).
Jedno teseni rovnice (2) existuje v piipadé, ze D je roven nule,

D=0 < ae{—x/é,\/ﬁ}.



Najdeme fesen{ rovnice (2) a pak i systému (1) (vyuZijeme rovnost z? = 3?)

2a V2 V2

a V2 = 1 5 Y 5
2 2 2
VR

Snadno ovérime, ze pro dvojice (x,y) jsou vSechny ¢tyti nalezené dvojice
(_\/5/27 _\/5/2% (_\/5/2’ \/5/2)7 (\/5/27 _\/5/2)7 (\/5/2’ \/5/2) resenim
systému (1). Pravé jsme zjistili, ze pro hodnoty a = —v/2 nebo a = /2
mé rovnice (2) jediné feseni a systém (1) mé préavé dveé reseni.

Dveé feSeni rovnice (2) existuji v piipadé, ze D je vétsi nez nula,

D>0 & ae<—\/§,\/§).

V tomto ptipadé mame dvé reseni

20+ /42 —a?) axV2-a?
4 B 2 ‘

T12 =

Ke kazdému x mdme z rovnosti 22 = y? dvé feSeni pro y, ve tvaru
y=tVa? = £z,

kromé jedné vyjimky. V pripadé, ze z = 0, mame pouze jedno feseni y = 0.
Najdeme parametr a, pro ktery je x = 0, protoze pro tyto parametry bude
mit systém (1) praveé tii reSeni, v ostatnich piipadech bude mit pravé ¢tyfti
feSen.

r=0 & a=+V2-a? & dd*=2-a> & =1 & a==l
Redeni systému (1) jsou pak skutecné tii

a=-1 = (0,0), (~1,-1), (=1,1),
a=1 = (0,0, (1,-1), (1,1).

Vycerpali jsme vSechny moznosti, které mohou nastat a zjistili jsme, ze
nikdy (pro zddnou hodnotu parametru a) nenastane moznost, ze ma systém
(1) prave jedno teseni.



Shrneme celou predchozi ivahu do tabulky

Hodnoty parametru a Pocet feseni systému(1)
0 1
(V2 V3) )
{-1,1} 3
(=v2,-1) U(-1,1) U (1,v2) 4

Tato tloha se da tesit i graficky.

y=-x y=x

4 feseni soustavy

y=x y=x

X Ux

2 reSen{ soustavy 0 reseni soustavy

Grafickym fesenim prvni rovnice je dvojice piimek (osa 1. a 3. kvadrantu a
osa 2. a 4. kvadrantu), grafickym fesenim druhé rovnice je kruznice se stredem
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na ose = (v bodé (a,0)) a polomérem 1. Zménime-li parametr a, posune se
kruznice. Re§enfm systému (1) jsou priiseéiky dvojice pfimek a kruznice. Na
predchozich obrazcich je vidét, kdy existuji 4 pruseciky, kdy 3 pruseciky, kdy
dva pruseciky, kdy zadny pruseéik. (Z obrézku se daji spocitat i odpovidajici
hodnoty parametru a, které vychdazeji stejné jako pii predchozim zpusobu
feseni.)

5. Uprostted kruhového rybnika je malicky kruhovy ostruvek, ke kterému
Hanka doplave o jednu minutu a Sest sekund diive nez ze stejného mista ke
skalce na druhém brehu. Pti piimocaré plavbé ke skalce miji stied ostuvku o
24 metru. Jaka je rozloha rybnika, jestlize Hanka plave stdle rovnomérnym
tempem 3,6 km - h=1?

Reseni 5. Oznacme si t; ¢as, ktery Hanka potiebuje k tomu, aby doplavala
k ostruvku, x vzdédlenost k ostruvku, t, ¢as, ktery Hanka potiebuje k do-
plavani ze stejného mista ke skalce, y vzdalenost ke skalce, v rychlost, kterou
Hanka plave, R polomér rybnika,  polomér ostruvku, z vzdalenost, ve které
miji stied ostruvku (viz. obr.). (Polomér ostruvku r muzeme zanedbat, pokud
to neudéldme, bude ndm vystupovat jako parametr, na kterém zavisi reseni.)

skalka

ostrov

A
@Hanka
Vsechny zadané hodnoty si prevedeme do stejnych jednotek (metry a
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sekundy):
to —t1 =1min6s =66s,
v=3,6km-s'=1m-s7!,

T =24m.

Ze vztahu x =t - v, y = ty - v ziskdme vztah mezi z a y
y—ax = (ts —t;)v = 66m.

7 obrazku vidime, ze ndm vznika pravouhly trojuhelnik s preponou R =
x +r a odvésnami 24 a y/2. Vyuzijeme Pythagorovu vétu:

e (e

32 + (8r — 132)z + 4r? — 6660 = 0.

Vytesime tuto kvadratickou rovnici s nezndmou x a parametrem r. (Ze zadani
ulohy vyplyvé, ze polomér ostruvku je mensi nez 24 m. Pti vétsim poloméru
by Hanka nemohla plavat piimocaie ke skalce.)

D = (8r —132)* —4-3- (4r* — 6660) = 16r* — 21127 + 97344 > 0.

(D > 0 protoze rovnice D = 0 nemd pro r teseni, pro r = 0 je D = 97344 =
3122 > 0, ze spojitosti kvadratické funkce pak vyplyva, ze D > 0 vsude.)

132 — 8&r + /D
6

Ti12 =

Rovnice ma tedy vzdy dvé feSeni z; 9. Ukdzeme, Ze jedno z téchto feSeni
je zaporné a neni tedy feSenim nasi ulohy, protoze pracujeme s kladnymi
hodnotami pro vzdalenost.

Oveérujeme platnost nasledujici nerovnosti:

132 — 8r < VD = V1612 — 2112r + 97344.

Na pravé strané mame vzdy kladné ¢islo, na levé muze byt kladné i zaporné.
Pro zapornou levou stranu je nerovnost splnéna trivialné. Predpokladejme,
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ze 132 — 8r je kladné ¢islo. V tomto piripadé muzeme obé strany umocnit na
druhou a nerovnost zustane zachovana

17424 — 2112r + 6472 < 1672 — 2112r + 97344.

Po upravé dostavame
r? < 1665.

Tato nerovnost je vzdy splnéna, protoze z predpokladu, ze 132 — 8r je kladné
¢islo plyne podminka, ze r < 16,5 (r? < 272,25 < 1665).
Zustava nam jediné feseni

132 —8r+ V16r2 — 21121 + 97344
= G )

T

Rozlohu rybnika spocitdme jako obsah kruhu

132 — 8r + /1612 — 21121 + 97344 N )2
,
6

S:WRQZW($+’F)2:7T(

Jestlize budeme rozlohu ostruvku zanedbavat, dosadime
r=20

a dostaneme
r="T74m

S = 5476w m*=17203, 4 m?.

6. a) Naleznéte funkei f jedné redlné proménné, kterd je sudd a spliuje
rovnici

flx)+ fly) = flxz +y) +6zy = —2.

b) Naleznéte funkci g jedné redlné proménné, kterd splinuje rovnici

g(z+y) +g(z —y) —29(y) = 627

a funkéni hodnota v bodé —1 je rovna 1.
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Reseni 6.
a) Budeme za x a za y dosazovat ruzné hodnoty tak, abychom ziskéavali
nové udaje. Zkusime nejdiive dosadit x =0, y =0

f(0)+ f(0) = f(0O+0)+6-0-0=—2.
Po dpravé dostavame funkéni hodnotu v bodé 0

£(0) = =2,

Pokracujeme dal, zkusime dosadit © =z, y = —x

F@) + f(~a) — fa+ (~2) + 62 (1) = —2
Dosadime f(—z) = f(z) (funkce f je sudd), f(zx + (—z)) = f(0) = -2 a

upravime
2f(r) +2— 62> = =2,
flz) = 32%-2.

Nakonec jesté provedeme zkousku dosazenim teseni do zadani a ovérenim,
ze f je suda funkce.

L = f(x)+ fly) — flz+y) +6ry =32> —2+3y> —2 — (3(x +y)*
— 2) + 6xy = 32° + 3y* — 32° — 6zy — 3y — 2 + 6wy = —2,
P = -2

L = P = f je Tesenim funkciondlni rovnice.

Y

f(=2) =3(—2)* =2 =327 —2 = f(x) = f je suda funkce.

Funkcionaln{ rovnice m4 jediné feseni f(z) = 322 — 2.

b) Budeme za z a za y dosazovat ruzné hodnoty tak, abychom ziskéavali
nové udaje. Zkusime nejdiive dosadit x =0, y =0

g(0+0) + g(0 —0) —2¢(0) = 6-0? & 0=0.
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neziskali jsme nic nového. Pokracujeme dal, zkusime dosadit x = x, y = 0,

g9(z +0) +g(z —0) — 29(0) = 627,
2g(7) —29(0) = 62°. (3)

Do této rovnice dale dosadime x = —1, protoze zname funkéni hodnotu
v bodé —1 (ze zadéni g(—1) = 1), a upravime

29(—1) —29(0) = 6-(=1)*

2—-2g(0) = 6
9(0) = -2
Tento vysledek g(0) = —2 dosadime do rovnice (3) a upravime

2g(z) —2-(=2) = 627
2g(r) = 62° —4
g(x) = 32 —2.

Nakonec jesté provedeme zkousku dosazenim teseni do zadani a ovérenim,
ze funkéni hodnota v bodé -1 je rovna 1.

L = glz+y)+g(x—y) —29(y) =3(x+y)> —2+3(x —y)* -2
— 2(3y* —2) = 32 + 62y + 3y + 327 — 62y + 3y® — 6y° — 4 + 4 = 627,
P = 627

L = P = g je feSenim funkcionalni rovnice.

g(-1)=3(-12-2=3-1-2=1 = g(—1) =1.

Funkciondln{ rovnice m4 jediné feseni g(z) = 322 — 2.
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Ciselné soustavy v historii a ptikladech aneb
Proc¢ praveé desitka?

pripravila A. Hakova

Protoze nejcastéji pouzivame vyjadreni ¢isel v desitkové soustave, vétsinou
si neuvédomujeme, ze to neni jediny zpusob vyjadreni ¢isla. Nejprve si ukaze-
me, jak vypadaji zapisy téhoz cisla v desitkové a dvojkové soustavé a pak si
fekneme o historii vyvoje pouzivani ruznych ¢iselnych soustav.

Tedy naptiklad ¢islo 348 se da zapsat nasledujicim zpusobem:

348 = 3-10°4+4-10" +8-10° = 300 + 40 + 8

348 = (348)10

348 = 1-2°40-2"+1-2040-2°+1-2* +1-2°+1-2240-2' +0-2°
= 2064+0+644+04+164+8+4+04+0

348 = (101011100),

(348)10 (resp. (101011100)3) znaci zépis ¢isla 348 v desitkové (resp. dvoj-
kové) soustavé. Podobnym zpusobem muzeme pievést ¢islo 348 i do soustav
o jiném zékladu. Tedy obecné plati, ze ¢islo a v soustavé o zakladu k se da
vyjadrit nasledujicim zpusobem:

a = ap- k"4 an 1 K"+ Fag- kP +a -k +Fag- K°
a = (anln-1--- aza100)k
kde ag,...,a, € {0,...,k — 1} a k" nedélf a.

Vytvoteni vhodného zapisu cisla je zavrSenim cesty od chdpani ,, mnozstvi*
k pojmu ¢isla. Charakter zapisu ¢isla podstatné ovliviiuje moznosti rozvoje
aritmetiky. Jesté v 15. stoleti bylo mozné ziskat povést rychlopoctare vypoci-
tanim souc¢inu 15 - 10 zpaméti. Kdyz si ale uvédomime, ze az do 16. stoleti
prevladal v Evropé fimsky zpusob zapisu Cisel, neni to az tak prekvapujici.
Staci porovnat tyto dva zapisy:

15-10 = 150
XV -X =CL

Uz ve starsi dobé kamenné vyjadioval ¢lovek mnozstvi pomoci ,,zapisu“ -
vroubkovani. Dukazem je vIéi kost s 55 vroubky nalezena ve Véstonicich.
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Od seskupovani znacek vede cesta k utvoreni osobitého znaku pro celou
skupinu. Napiiklad namisto IIIII se napiSe znak Z. Potom mnozstvi I1III
IT je mozné zapsat jako Z II ale také IZI. Neni rozhodujici, v jakém potadi
znaky piseme. Podstatné je pouze to, ze kazdy znak ma dohodnutou hod-
notu. Ciselné soustavy s takovymto zpusobem zdpisu ¢isla nazyvame adi-
tivni nepozicni soustavy. Takovéto soustavy se pouzivali napt. v Egypté.

Ve starém Recku se prosadil tzv. jénsky zapis . Jénsky zépis cisla se
délkou v podstaté nelisi od naseho zapisu. Pismeny abecedy se daly vyjadrit
¢isla od 1 az po 999. Tisice se oznacovaly pridanim carky pred znakem,
desetitisice pridanim pismena M.

Prvni pozi¢éni soustava je dolozena u starych Sumert. Puvodné se tam
pouzivala nepozicni desitkova soustava, kterd méla dva znaky.

V dalsim vyvoji se prestalo rozliSovat mezi velikosti znaku a fad se namisto
velikosti zacal oznacovat polohou. Pozi¢ni soustavu s nulou pouzivali také
Mayové, byla to soustava pétkovo-dvacitkova.

Nejstarsi homogenni pozi¢ni soustava spada asi do 6. az 8. stoleti, jde
o desitkovou indickou soustavu. Tento systém se rozsitil prakticky po
celém svété. Podle naroda, ktery prispél k rozsiteni této soustavy do Evropy,
se lidové nazyva arabské cislice. Arabské slovo ,,as sifra* = prazdno oznacuje
nejnapadnéjsi, nulu. Do slovniku evropskych jazyku preslo jako cifra. Nula
dostala jméno podle latinského ,nulla figura“, coz se dé prelozit jako ,zadny
tvar “. Arabské ¢islice do Evropy pronikly asi v poloviné 10. stoleni, ale trvalo
600 let nez je lidé ovladli. To bylo zpusobeno tim, ze mezi praktiky, kterym
stacilo pro jejich potieby pocitadlo - abakus, se vyhody poziéni soustavy a
pisemného pocitani neprojevovaly tak markantné.

Otevienou otazkou zustava, co rozhodlo o volbé zdkladu soustavy. Desit-
kova soustava se nam zda samoziejmé, protoze jsme na ni od od malicka
zvykli. Ale ¢iselné soustavy s jinym zakladem nebyly v minulosti vyjimkou.
Vzpomenime tieba uz zminénou Babylonskou Sedesatkovou soustavu nebo
dvacitkovou soustavu Mayu. Dvacitkova soustava Keltu se zachovala dokonce
ve francouzské terminologii, napiiklad 80 se fekne quatre - vingts, tedy ctyfti
dvacitky. Dvanactkové soustava Velké Britéanie se u nas projevila pocitanim
na tucty. Na prelomu 20. stoleti se u primitivnich narodu amerického kon-
tinentu podafilo objevit 307 ciselnych systému, ze kterych jen 146 bylo
desitkovych. Jisté je, ze dulezitou roli pii volbé zakladu ciselné soustavy
sehrala skutecnost, ze ¢lovek ma deset prstu. Vzdyt byly po tisicileti nejpfiro-
zenéjsi pomuckou pii pocitani. Dalsi vyhodou desitkové soustavy je prijatelny
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pocet cifer.

Piiklad: Naleznéte vSechna reSeni rovnice
17, + 32, = 52,
kde z,y, z < 10.

Reseni: Ze zépisu 17, plyne, ze zdklad z musi byt vétsi nez 7 a ze zaddni
musi byt mensi nez 10. Obdobnou tivahou dostavame nerovnosti pro z, vy, z:
8<r<9,4<y<9a6<z<9. Rovnici si muzeme zapsat ve tvaru

T+ T+3y+2=>52+2,

tedy
43y —52+7=0. (4)

I. Predpokladejme, ze © = 8, dosazenim do rovnice (4) a jejim upravenim
ziskame
52

=25
y=73

Protoze 6 < z < 9 a y musi byt prirozené ¢islo (bez nuly), vyhovuje pouze
feSenix =8, y=5, z=09.
I1. Predpoklddejme, ze x = 9, dosazenim do rovnice (4) a jejim upravenim
ziskame
_ 5z2—16
Y= 3
Protoze 6 < z < 9 a y musi byt prirozené ¢islo (bez nuly), vyhovuje pouze

feSenix =9, y=28, z =8.

Zadani a reSeni 2. kola

1. Jak se v trojkové soustavé pozna, ze je ¢islo délitelné 27

Reseni 1. V desitkové soustavée plati, ze libovolné ¢islo je délitelné 2, jestlize
posledni ¢islice je délitelnd 2 (jinak feceno, posledni éislice je 0, 2, 4, 6, nebo
8). Zkusime se podivat, zda neplati obdobné pravidlo pro délitelnost dvéma
v trojkové soustave.
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Ptepiseme si do trojkové soustavy nékolik prvnich ¢isel. Tedy ¢isla 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14 maji v trojkové soustave toto vyjadieni
0, 1, 2, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 100, 101, 102, 110, 111, 112. Tucné jsou zvy-
raznéna cisla délitelna dvéma. Snadno vidime, ze ¢isla délitelnd 2 konci na
vSechny c¢islice trojkové soustavy, takze nemuzeme najit ani kritérium pro
délitelnost v zavislosti na posledni ¢éislici. Toto kriterium nelze najit ani
v zavislosti na poslednim dvojéisli (srovnej napt. (3)10 = (10); a (12)10 =
= (110)s).

U vsech napsanych cisel plati:

Cislo zapsané v trojkové soustavé je délitelné 2, je-li jeho ciferny
soucet délitelny 2.

Timto jsme ziskali hypotézu pro délitelnost 2, kterd muze, ale nemusi
platit. Pokud se nam ji podaii dokazat, mame hledané kritérium.

Vyuzitim binomické véty pro kladné celociselné exponety dostavame

3" = 2+1)" =

n n n
= " on—1 2 4. 24+ 1.
(e )z ()

Tedy 3", n=0,1,2,3,... je vzdy liché ¢islo a muzeme ho zapsat ve tvaru
3" =2k, + 1, (5)

kde k, je néjaké prirozené ¢islo (véetné 0). Pfipomenme si zépis ¢isla a ve
trojkové soustave

@ = ap-3"+ap 13"+ Fay-3*+a -3 +ap-3° (6)

a = (ap@n-1---a2a100)3.
Dosadime (5) do (6):

a = ap- 2k, +1)+an1-2kp1+1)+--Fay- (2ka+1)
+ay-(2k1+1)+ag =
= ap -2k, +an_1-2k,_1+ -+ as-2ky +ay -2k, (7)
+anp + a1+ + a2+ a; + ap.

Délitelnost dvojkou ¢isla a zavisi pouze na tom, zda je dvéma délitelny soucet

ap + Gp_q1 + -+ as + a1 + aop,
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coz je ciferny soucet ¢isla a. Hypotézu jsme tedy dokézali.

2. Zahradnik ma ¢tvercovy zahon o rozmérech n x n decimetru, kde n
je prirozené ¢islo. K osazeni tohoto zdhonu chce pouzit dva ruzné druhy
tulipanu. Jeden druh kvete ¢ervené a druhy zluté. Zahon chce osazet témito
druhy tulipanu tak, aby kazdé dva sousedni tulipany mély po vykveteni
ruznou barvu. Cibulky tulipanu se vysazuji do fadku nebo do sloupcu tak,
ze kazdé dvé sousedni cibulky jsou od sebe vzdaleny 1 dm. Kolik cibulek
cervenych a kolik cibulek zlutych tulipanu zahradnik pottebuje?

v¥Yy
vy Iy7
¥y Jry
AR

ResSeni 2.

~~¢

n=2
n=

V zadani je feceno, ze sousedni tulipany jsou od sebe vzdaleny 10cm. To
znamena, ze k dané cibulce sousedni tulipany musi lezet ve stejném radku
nebo sloupci. Zahradnik bude sazet cibulky od kraje zdhonu ke druhému
kraji. To znamen4, Ze na zdhonu o délce 2 dm jsou v fadku 3 tulipany. Priklad
rozdélime na dva pripady:

a) n je liché ¢islo.

Zahon je vzdy osazen stejnym poctem tulipanu ¢ervené barvy a zluté barvy
(viz obr.). Nejmensi zdhon a; = ldm osdzime dvéma Cervenymi a dvéma
zlutymi tulipany. Dalsi zahon ay = 3dm mé pocet tulipanu cervené barvy
s9 =246 = 8. Pro az = bdm je pocet tulipanu cervené barvy s3 = 8410 =
18. Vsimnéte si, ze pro r-ty zahon plati a, = ndm a soucet jeho ¢ervenych
tulipanu je s, = s,_1 + 2n.
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Pocet tulipanu jedné barvy vypocteme jako
S, =24+6+104+ 14418+ --- + 2n. (8)

Pocet ¢lenu v posloupnosti (8) je r a jedna se o aritmetickou posloupnost
s diferenci d = 4. Nez provedeme soucet této posloupnosti, musime znat vztah
mezi n a r. Protoze n je liché ¢islo platin =2k +1, £k =0,1,2,... a zaroven
plati 7 = k+1, tedy r = (n+1)/2 (a(nt+1)/2 = ndm). Vyse uvedené dosadime
do vzorce pro soucet n ¢lenu aritmetické posloupnosti s, = (r/2)(by + b,),
kde r pocet s¢éitancu, by prvni ¢len fady, b, posledni ¢len rady:

”IH%%):@. (9)

S(n+1)/2 =

Jestlize n je liché ¢islo, potfebujeme (n + 1)?/2 cibulek zlutych
tulipdnt a (n + 1)?/2 cibulek éervenych tulipani.

b) n je sudé &islo
Zahon je osazen jinym poctem cCervenych a jinym poctem zlutych tulipanu,
jeden druh musi mit jeden tulipdn navic (viz obr.). Budeme uvazovat, ze
¢ervenych tulipanu je vice.

Nejmensi zahon a; = 2dm osazime péti cervenymi a ¢tyrmi zlutymi
tulipany. Dalsi zahon ay = 4 dm ma pocet tulipanu zluté barvy s; =4+ 8 =
12. Pro ag = 6dm je pocet zlutych tulipanu s3 = 12 + 12 = 24. Vsimnéte
si, ze pro r-ty zahon plati a, = ndm a soucet jeho zlutych tulipanu je
Sp = Sp—1 + 2n. Vztah mezi r a n je tento: r = n/2.

Pocet zlutych tulipanu:
=

n(n + 2)
Snj2 = 7 —.

44 2n) = 5

(10)
Jestlize n je sudé ¢islo, potiebujeme n(n + 2)/2 cibulek zlutych tuli-
panud a n(n + 2)/2 + 1 cibulek ¢ervenych tulipani nebo n(n +2)/2 + 1
cibulek zlutych tulipania a n(n + 2)/2 cibulek ¢ervenych tulipan.

Poznamka:

Uloha miize byt chdpéna dvémi dalsimi zpusoby.
I. Zahradnik nesazi tulipany od kraje zdhonu, prvni tulipan je od kraje
vzdaleny 1dm a posledni je od druhého kraje vzdaleny také 1dm. Je-li n
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sudé, zasadi (n? — 1)/2 zlutych, cervenych (n* 4+ 1)/2 nebo naopak. Pro n
liché potiebuje n?/2 cervenych tulipant a stejny pocet zlutych.

I1. Zahradnik sazi tulipany takto: do kazdého &verce o rozmérech 1 dm? sizi
jeden tulipan do jeho stiedu, takze ve ¢verci o strané ndm je n? tulipani.
Je-li n sudé, pak cervenych tulipant je n?/2, zlutych je stejné. Pro n liché je
cervenych (n? —1)/2, zlutych (n? + 1)/2 nebo naopak.

3. Na hracich kostkach jsou vzdy ocka rozmisténa tak, aby dvé protilehlé
strany davaly soucet 7. Jestlize je na horni strané kostky Sestka, dole musi
byt jednicka, protoze 6 +1 = 7.

a) Predstavte si, ze chcete vyrobit kostku, kterd toto pravidlo splnuje. Kolik
ruznych takovych kostek muzete vyrobit? (Za ruzna feseni povazujeme ty,
které se nedaji ziskat pootocenim kostky.)

b) Na obr. je nakreslena jedind kostka v ruznych pozicich, ktera toto pravidlo
nesplinuje. Kolik ocek je vzdy na dolni plosce?

Reseni 3.

a) Protoze nezdvisi na pootoceni kostky, muzeme ji nastavit do libovolné
pozice. Nastavme si ji tfeba takto: Kostka lezi na stole jednickou (tzn. nahote
je Sestka) a zepfedu méjme dvojku (tzn. vzadu je pétka). Takto lze nastavit
libovolnou kostku spliiujici dané pravidlo. Na zbyvajicich sténach kostky uz
mohou byt pouze trojka a ¢tyrka, ovSem ve dvou ruznych pozicich. To zna-
mend, ze takové kostky mohou byt dveé.

Ulohu lze fesit i tak, ze si vypiSeme vSechny mozné sité takovychto kostek.
Vylouéime vSechna pootoceni a mame jako mozné feSeni pouze dvé nezavislé
kostky.

b) Na dolni plose jsou postupné zleva doprava tii ocka, Sest ocek a Ctyfi

22



ocka. Vysledek si muzete ovérit, kdyz si z nasledujici sité postavite kostku.

4. Reste v oboru redlnych ¢isel rovnici

(x =2)(x+T7)(x+1)(x+4) =19.

Reseni 4. Castetné roznasobime zévorky (1. s 2. a 3. se 4.), mame upravenou
rovnici

(2% + 5z — 14) - (2 + 5z +4) = 19. (11)
Zvolime substituci t = 22+ 5x (Ize volit i jiné substituce, coz zavéretné feseni
neovlivni) a rovnici (11) prepiSeme
t*—10t —75=0
a vyresime t; = —5, t5 = 15. Vratime se k puvodnim proménnym, piicemz
ziskdme dvé kvadratické rovnice
2® + 5z = =5, x*+ 5z = 15,
které maji stejnd feseni jako ptivodni rovnice. Vyfesenim téchto rovnic ziskdme
4 tesSenti:

—5-v8 5448  —5-v5 = 5445

T = ——F—, T2 Ty = ————, T2 5

2 2 2
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5. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li velikosti vSech tii vysek v, =
10em, v, = 7,5cm, v. = 5,5 cm.

Reseni 5. Trojihelnik lze sestrojit nékolika zptusoby, uvedeme si pouze dva
z nich. Nakresleme si obecny trojuhelnik

C
a
b
Ve
v v
A = B
Vyuzijeme vztahu pro obsah trojuhelnika
1 1 1
S = éava = ébvb = 50%’

ze kterych vyplyvaji poméry pro strany a vysky b/c = v./v, nebo

1 1 1
a:b.:c=—:—:—.
Vg Up Ve
I. Narysujeme pomocny trojihelnik A, B’, C' se stranami o velikostech
zadanych vysek @’ = v,, V' = v, ¢ = v, (viz. obr.).
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V ném najdeme jeho vysky v, v;, v.. Narysujeme druhy trojihelnik se
stranami o velikostech vysek v/, v, v.. Tento trojihelnik je podobny nasemu
hledanému trojuhelniku (v, je podobna a, v; je podobna b, v/, je podobna c).
Vyuzijeme podobnost a snadno dorysujeme trojihelnik, jehoz vysky jsou

zadané.
A"=A

B

Jedna se o nepolohovou tlohu, trojuhelnik je jednoznacné urcen, proto je
PRAVE JEDNO RESENI.

I1. Toto teseni vyuziva doplnéni na rovnobéznik ABC D. Nejprve narysu-
jeme pifmku p (na ni budou lezet body C, B, nevime piesné kde). Na piimce
p si vyznacime bod C' libovolné. Udélame rovnobézku p’ ve vzdalenosti v, (na
ni bude lez bod A). Nyni mdme narysovano p, p’, C. Vedeme kuznici k se
stredem C' a polomérem 2v.. Nalezneme pomocny bod D, kery je prunikem
p’ a k. Spojime bod D s bodem C a tsecku C'D rozpulime a v poloviné si
ozna¢ime bod S. V bodé S narysujeme kolmici k C' D, kterou oznacime ¢q. Bod
A je prunik ¢, p/, bod B je prunik ¢, p. Trojihelnik ABC staci dorysovat.

6. Vyfteste nasledujici Algebrogramy. Za jednotliva pismena dosadte
¢islice od 0 do 9 tak, aby uvedend séitani davala smysl.

a) b) 3
P S I C I P O S L 1
P S I C I I H N E D
P S I C 1 P E N I Z E
HAF A NI
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Reseni 6.

2) 730 6 0
730 6 0
730 6 0
21 9 1 8 0
b) 1 95 6 8 1 45 6 8
8 4 3 0 2 nebo 8 9 3 0 2
103 8 70 1038 7 0

Predpokladdame, Ze ruzna pismena znad¢i ruzné cislice a ze zadné pismeno
na zacatku neni nula. Pak mé tloha a) préavé jedno feSeni, tloha b) prave

dvé TreSeni.

Algebrogramy se obvykle Tesi tak, ze se najdou vsechny vazby v piikladu
(napf. u a) I = 0 nebo I =5 atd.) a pak se dosazuji ¢islice, které vazbam

vyhovuji.
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Relace ekvivalence

pripravila D. Smetanova

Relace: 1. (vzdajemny) vztah, pomér
2. moZina (trida) viech usporddanych dvojic (trojic ap.) objektu (prvki) (vd-
zangch dangjch vztahem). [7]

Takto je vysvétlen pojem relace ve slovniku cizich slov. My budeme
chapat pod pojmem relace vztah mezi dvéma prvky urcité mnoziny. Piesné
matematické vyjadieni je toto:

Kazdou podmnozinu mnoziny A x A nazgvame relaci v mnoziné A.[1]

Priklady:

A) Je ddna mnozina vSech kruznic.

A7) Kruznice k1(S1,7r1) je v relaci s kruznici ky(Ss, r2), jestlize se rovnaji
jejich polomeéry (tzn. 1y = ry).

As) Kruznice k1(S1,71) je v relaci s kruznici ko(Se, r2), kdyz maji stejny
stted (tzn. S; = Ss). (Kruznice je v relaci s libovolnou soustfednou kruznici.)

B) Je ddana mnozina redlnych cisel R.

B,) Cislo a € R délitelné 5 je v relaci s ¢islem b € R, jestlize je také
délitelné 5. (To znamend, ze libovolné vybrané a € R je v relaci s kazdym
realnymi ¢isly i se sebou samym. Délime-li redlné cislo péti, vzdy budeme
mit redlny vysledek.)

B,) Cislo a € R je v relaci s ¢islem b € R, jestlize plati d(a,b) < 1
(vzdélenost cisel je mensi nebo rovna 1). (Napf. 5,795 je v relaci se vSemi
¢isly lezicimi v uzavieném intervalu (4, 795;6,795).)

Bs) Cislo a € R je v relaci s ¢islem b € R, jestlize plati [a] = [0]. ([a]
oznacuje celou ¢ast ¢isla a, napr. [—10,521985] = —10. Snadno si muzete
ovéiit, ze 3 je v relaci napf. s ¢isly m; 22/7; v/10; 3, 14; 399/100; 3,9. Cislo
r € R je v relaci se vSemi ¢isly z intervalu ([r], [r] + 1).)

B,) Cislo a € R je v relaci s éslem b € R, jestlize plati a/b € Q (raciondln{
¢islo). (Napi. v/3 je v relaci s v/12, protoze plati v/3/v/12 = 1/2.)

C) Je ddna mnozina celych ¢isel Z.
C,) Cislo a € Z je v relaci s ¢islem b € Z, jestlize a — b je ¢islo sudé. (Je-li
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a cislo sudé, bude v relaci pouze ze sudymi ¢isly. Je-li liché, bude v relaci
pouze s lichymi ¢isly.)
C,) Cislo a € Z je v relaci s ¢islem b € Z, jestlize plati b = Tk, k € Z.

D) Je ddna mnozina vsech lidi.
D,) Clovék A je v relaci s ¢lovékem B, jestlize maji spoleéné oba rodice.
D) Clovék A je v relaci s élovékem B, jestlize maji spole¢ného alespoit
jednoho rodice.

Oznac¢me si relaci symbolem ~. To znamena, ze souslovi ,prvek a je
v relaci s prvkem b budeme oznacovat takto: a ~ b.

Specialnim typem relace na mnoziné M je relace ekvivalence na mnozi-
né M. Relace ~ je relaci ekvivalence, jestlize pro libovolné prvky a,b,c € M
splnuje nasledujici tfi podminky:

an~a (12)
a~b=b~a (13)
a~bAb~c=>a~c (14)

Podminka (12) znamena, ze relace je reflexivni, (13) relace je symetrickd, (14)
relace je tranzitivni.

Priklad: Dokazte, ze relace A1) je relace ekvivalence.

Reseni: Musime ovéfit, zda-li jsou splnény viechny tii podminky (12) - (14).
(12): Plati k(S,r) ~ k(S,r), protoze r = r.

(13): Piedpoklddejme, ze plati kq(S1,71) ~ k2(S2,7r2) (tzn. r; = ry). Ovsem
zéroven plati ro = ry a tedy musi platit ko(Ss, r2) ~ k1(S1,71).

(14): Predpokladejme, ze plati k1 (S1,71) ~ ko(S2,r2) (tzn. ri = o) a zaroven
ko(Sa,13) ~ k3(Ss,r3) (tzn. ro = r3). Z rovnosti 11 = ry a 19 = r3 plyne
r1 =13, tedy ki(S1,71) ~ k3(S3,73).

Z uvedenych piikladi nejsou relace ekvivalence pouze relace Bs), By), Ca)
a Dz)

B,): Podminky (12), (13) plati. (14) neplati. Staci vzit body a, b, c € R, pro
nez plati d(a,b) = 1, d(b,c) = 1, a # c. Z toho plyne, ze d(a,c) = 2, tedy a
neni v relaci s c.
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B4): (12), (14) plati. (13) neplati. 0 ~ 5, protoze 0/5 = 0 € Q, ovSem zlomek
5/0 neni definovéan, tudiz neni raciondlni ¢islo. Tedy 5 neni v relaci s 0.
C,): (14) plati. (12), (13) neplati, protoze existuje a # 7k, k € Z.

D.): Neplati pouze (14). Zamyslete se proc.

Zadani a reSeni 3. kola

1. Je déna relace na mnoziné Z. a ~ b, a,b € 7Z, jestlize alb. Ovéite
viechny podminky (12) - (14) (viz. teoretické piiprava) a zjistéte, zda tato
relace je relace ekvivalence.

Napoveéda: alb (¢teme a déli b, nebo b je délitelné a) znamend, ze existuje
c € 7 tak, ze b = ¢ - a. Déle 0 je délitelna vSemi celymi cisly véetné 0, ale 0
déli pouze 0.

Reseni 1. Ovéifme podminky:

(12):a~a & ala
Plati, protoze a =1 - a.

(13): (a~b = b~a) & (alb = bla)

Uvedend podminka neplati. Napf. pro a = 1, b = 2 mame alb, protoze b = 2-a,
ale uz neplati b|a, protoze nenajdeme ¢ € Z tak, aby 1 = ¢ - 2.

(l4): (a~bAb~c = a~c) & (alb Ablc = alc)
Plati. Predpokladejme, ze alb, b|c, tj. existuji ¢isla u,v € Z tak, ze b = u - a,
¢ = v - b. Dosazenim prvni rovnosti do druhé dostaneme ¢ = wv - a, kde
uv € Z, to ale znamend, Ze alc a to jsme chtéli ukdzat.

Zaver: Uvedena relace neni ekvivalence, nespliuje druhou podminku.

2. Na hostiné se seslo 26 osob. Cela utrata byla 8800,- K¢. Pricemz
poplatky za osobu byly stanoveny takto: muz platil 600,- K¢, Zena 400,-
K¢ a dite 200,- K¢. Kolik bylo na hostiné muzi zen a déti?

Reseni 2. Oznaéme si & poéet muzi, y pocet zen a z pocet déti na hosting.
Ze zadani vyplyva, ze plati nasledujici dvé rovnosti
r+y+z=20, 600z + 400y + 200z = 8800.

Vyjadiime-li z prvni rovnice z = 26 — x — y a dosadime-li do druhé rovnice,
dostaneme po upravach vztah pro y, ktery nam zjednodusi vyjadreni z

y =18 — 2x, z=8+uw.
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Podarilo se nam vyftesit soustavu dvou rovnic tak, ze pro kazdou volbu x
dostaneme pravé jedno y a z. V nasem piipadé vSechny tii hodnoty z, vy,
z musi byt pfirozena cisla nebo nuly. Budeme postupné dosazovat za = tak
dlouho, dokud néktera z hodnot y nebo z nezacne byt zaporna. Dostaneme
nasledujicich deset feseni

x(muzi) O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y(zeny) |18 16 14 12 10 8 6 4 2 0
z (déti) § 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Dosazenim do puvodnich rovnic muzeme provést zkousku, ze skuteéné vsech
deset moznosti je fesenim.

Jestlize budeme chtit, aby na hostiné byl alesponn jeden muz, alespon
jedna zena a alespon jedno dité, dostaneme pouze osm feSeni, které snadno
nalezneme v predchozi tabulce.

3. V kazdém roce, kromé prestupného, je den, ktery napiseme-li jeho da-
tum a vynechdme tecky, souc¢asné uvadi, kolikdtym je dnem v roce (napf. 19.
3. neni 193. dnem v roce). Najdéte tento den.

Reseni 3. Jestlize si jako x oznac¢ime den a jako y oznacime mésic, hledame
feSeni rovnice

10z+y=a2+S@y—1), resp. 100z+y=x+S(y—1) proy=10,11,12,

kde S(z) oznacuje soucet vSech dnu v meésicich od ledna az do mésice z.
Muzeme si uvedenou rovnost rozepsat pro jednotlivé meésice a vyftesit.

y=1: 10z+1 = x40 = r = —% (nevyhovuje)
y=2: 10x0+2 = x4+ 31 = 1 = % (nevyhovuje)
y=3: 100+3 = 24+31+28 = z = %6 (nevyhovuje)
y=4: 10x+4 = +59+31 = z = % (nevyhovuje)
y=5: 10z+5 = 24+90+30 = z = 19& (nevyhovuje)
y=6: 10246 = z+120+31 = z = 1P (nevyhovuje)
y=7: 10e0+7 = 4151430 = z = % (nevyhovuje)
y=8: 10248 = z+181+31 = z = ! (nevyhovuje)
y=9: 10249 = z+212+31 = z = 21=26 (vyhovuje)
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y=10: 100z +10 = z+243+30 = 2 = 22 (nevyhovuje)
y=11: 100z +11 = z+273+31 = 2z = 22 (nevyhovuje)
y=12: 100z +12 = 2+304+30 = x = 322 (nevyhovuje)

Hledanym dnem je 26.9., protoze je to 269. den v nepfestupném roce.

4. Ovérte, ze pro realna cisla a, b plati nasledujici rovnost:

a® + b a+b

a3+ (a—>b3  2a-10b

Reseni 4. Vyuzitim vzorecku 2° +y° = (z +y)(2? — 2y +y?) upravime levou
stranu

I a+b (a+0b)(a® — ab+ b?)
a4+ (a—b)? (a+a—>b)(a®>—ala—"0b)+ (a—b)?)
- (a+b)(a* — ab + b?) _ (a+b)(a® —ab+1?)
~ (2a—b)(a? —a® +ab+a® — 2ab+b?)  (2a — b)(a® — ab + b?)
_a+b
- 2a—0b’
a+b
b= 2a — b’
L = P

Nyni musime zjistit, pro kterd ¢isla a, b zadané vyrazy davaji smysl. Ve jmen-
ovateli obou zlomku nesmi byt nula. Podminky:

a®+ (a—b)* = (2a — b)(a® — ab+ b*) # 0, 2a — b #0.

Také nesmi byt nula vse, ¢im jsme kratili, ale podminku a®—ab+b? # 0 méame
jiz. zahrnutou v prvni podmince. Navic, kdyz se na ni podivame podrobnéji a
pokusime se ji vyfesit jako kvadratickou rovnici a? — ab+ b* = 0 s nezndmou
a a parametrem b, zjistime, Ze jeji diskriminant D = b* — 4> = —3b? < 0.
Kvadraticka rovnice ma tedy realné reseni pouze v pripade b = 0, tim feSenim
je ¢islo a = 0. Toto fesSeni ovsem vylucuje podminka 2a — b # 0, takze ho
nemusime vypisovat zvlast.

Rovnost plati pro vsechna realna ¢isla a, b, ktera splnuji podminku a #
b/2.
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5. Je-li prumér kruznice na obrazku 100mm, jaky je obsah mensiho
¢tverce ABC'D v kruznici?

Reseni 5. Spojime-li body A a C' a body B a D, ziskdme rozdéleni vétstho
¢tverce na Ctyfti stejné ctverecky.

C
D S B
A X

Podivame-li se podrobnéji tfeba na ctverecek AX BS, zjistime, ze jeho tihlo-
pricka AB je stejné velkd jako dhlopticka SX, ale SX je polomér zadané
kruznice, tj. 50 mm. Obsah ¢tverce ABC' D pak vypocitame ze zndmého vz-
tahu, vime-li, ze |AB| = 50 mm.

S =|AB]*, S =2500mm?

Obsah menstho ¢tverce je tedy 2500 mm?.
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6. Na rodinném vecirku se setkali: 1 dédecek, 1 babicka, 2 otcové, 2 matky,

4 déti, 3 vnoucata, 1 bratr, 2 sestry, 2 synové, 2 dcery, 1 tchan, 1 tchyné, 1
snacha. Pritom tam bylo pouze 7 osob. Jak je to mozné?

Reseni 6. Reseni je zndzornéno v nésledujicim diagramu

A sy
otec, tetidrn A vnowie
otec
sy, Ll
lorkvite doera

Snacha

A, sestha, vrowie
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