Soustavy rovnic
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V tomto textu se budeme zabyvat na konkrétnich ptrikladech nejriznéjsimi soustavami lineadrnich rovnic s dirazem
na geometrickou interpretaci. Nejprve uvedme jedno dilezité tvrzeni, jehoz budeme hojné vyuzivat.

Frobeniova véta. Soustava m linedrnich rovnic o n nezndamich md alespori jedno teSeni pravé tehdy, kdyz
rk A =1k A, kde A je matice soustavy a A je rozsitend matice soustavy.

Je dobré si v§imnout, Ze Frobeniova véta je pouze kritériem fesitelnosti, o poctu feseni ndm netiké nic. Piiklady
budeme Tesit tak, ze na zakladé Frobeniovy véty rozhodneme, zda feSeni existuje a pak se pokusime jej nalézt.
Zacnéme od nejjednodussiho piipadu.

1 Jedna rovnice o jedné neznamé

Uvédomme si, Ze jedna rovnice o jedné neznamé je specidlnim piipadem soustavy m rovnic o n neznamych pro
m = n = 1. ReSeni je samoziejmé jednoduché, ale pojdme se na tento trivialni piipad podivat s ohledem na to,
co vime o maticich a feseni soustav linearnich rovnic.

1.1 Priklad

22 =5 (1)

e Matice soustavy je ( 2 ), rozsifena matice je A = ( 2 ’ 5 )
e Pro jejich hodnosti plati rk A = 1, rk A = 1 a podle Frobeniovy véty soustava md feSeni.

e Resenim je z = g

e Geometricky vyznam: Rovnice (1) je vlastné ,rovnici bodu na p¥imce“. (Podobné jako méme rovnici pfimky
v roviné nebo rovnici roviny v trojrozmérném prostoru.) Pohybujeme se tedy v jednorozmérném prostoru (na
pfimce) a hleddme nularozmérny bod P, jehoz jedina soufadnice x vyhovuje zadani. Hledanym bodem je P [%]

Poznamka: Vimnéte si, Ze napt. pro rovnici 0x = 1 plati tk A = 0 (hodnost nulové matice je 0) a rk A = 1,

rovnice tedy nemd feseni. Naopak pro rovnici 0z = 0 plati rk A = 0 a rk A = 0, rovnice proto md FeSeni, je jich
nekoneéné mnoho a jsou to vSechna x = ¢, kde t € R, tedy celd pfimka (jednorozmérny prostor).

2 Soustavy dvou rovnic o dvou neznamych

2.1 Priklad

r +2y =
e Matice soustavy je A = ( _1 _? ) , rozsifend matice je A= ( _1 _? il)) ) .

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 2, tk A = 2 a podle Frobeniovy véty soustava md feseni.

e Refeni miizeme ziskat Gaussovou elimina¢ni metodou nebo Cramerovym pravidlem a je jim uspoifadana
dvojice [z,y] = [-5,4]. (V pfipadé takto jednoduché soustavy mizeme samoziejmé pouzit i béznou s¢itaci nebo
dosazovaci metodu.)

e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici pfimky v roviné. VyfeSenim soustavy jsme ziskali souradnice
jejich pruseciku Q[—5,4].

2.2 Priklad

r 4y = 4
2¢ +2y = -1
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9 9 ) , roz§ifena matice je A = < 9 9| _1 ) .

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 1, rk A = 2 a podle Frobeniovy véty soustava nemd Feseni.

e Kdybychom se pokouseli soustavu fesit Gaussovou elimina¢ni metodou, dosli bychom k nesmyslu ,,0 = 1¢.
Pokud bychom chtéli pouzit Cramerovo pravidlo, determinant soustavy by vySel nulovy (matice soustavy je
totiz singuldrni) a nemohli bychom jim tudiz délit pfi poéitani kofent.

e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici pfimky v roviné. Soustava nema feSeni, pfimky nemaji zadny
spole¢ny bod a jsou tudiz rovnobézné.

e Matice soustavy je A = <

2.3 Priklad

3 2y = 1
-9z 46y = -3
. . 3 =2 w4 S 3 -2 1
e Matice soustavy je A = < _9 6 > , rozsifend matice je A = ( 9 6| _3 > .

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 1, tk A = 1 a podle Frobeniovy véty soustava md FeSeni.
e Pouzijeme-li Gaussovu elimina¢ni metodu, upravujeme standardné rozsifenou matici:

3 -2 1 3 -2 |1
<—9 6 —3)N<o 0] 0
Jedna z rovnic ndm tedy ,vypadla® (je linedrni kombinaci druhé rovnice) a dostavame tak jednu rovnici o dvou
neznamych
3x —2y=1.
Velmi dualezité!!! Pokud ndm po pfevedeni na schodovity tvar zistane k rovnic o [ nezndmych a k < [, musime
pro vyjadreni neznamych pouzit [ — k nezavislych parametrt, které tradicné oznacujeme pismeny t,s,7,....
Vlastné délame to, zZe ,prebytecné nezndmé“ polozime rovny parametriim. V nasem piipadé je k =1 al = 2,
musime proto zavést jeden parametr. Polozime y = ¢, kde t € R. Tedy
3v—2t=1=a2=1+%2t.
Soustava mé tedy nekonecné mnoho fesend a jsou jimi uspofadané dvojice [z, y] = [3 + 2t,t], kde ¢ € R. V&im-
néte si také, ze pokud feSeni napiSeme pékné pod sebe

S % —I—%t
y =
dostavame parametrické rovnice primky, kterd mé obecny tvar 3x — 2y — 1 = 0.
Poznamka: Kdyby se nékdo rozhodl vzit za parametrickou neznamou z, tak je to také v tomto pripadé mozné.
Kdybychom polozili = s, feSeni bychom zapsali ve tvaru [z,y] = [s, —% + %s} , kde s € R. Obecné vsak neni
jedno, které nezndmé polozime rovny parametriim! (Viz sekce 8.)
Jesté poznamenejme, Ze prestoze zadand soustava mé FeSeni (mé jich nekoneéné mnoho), nemuZeme k je-
jimu FeSeni pouzit Cramerovo pravidlo! Matice soustavy je singuldrni, jeji determinant je tudiz nulovy
a nemtizeme jim délit.
e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici pfimky v roviné. Soustava m& nekonecéné mmnoho feSeni,
primky jsou tedy totozné. Jinak fefeno obé rovnice zadavaji tutéz pfimku s parametrickymi rovnicemi (2).

(2)

~

3

3 Soustavy tri rovnic o tfech neznamych

Projdéme si postupné priklady na rtizné moznosti, které mohou nastat. V geometrické interpretaci se pak bude
jednat o vzajemnou polohu t¥i rovin v prostoru.

3.1 Priklad

5z +5y 4z = 2
3z -4y -3z = 1
—2x 4y 4z = -1
5 5 1 5 5 1 2
e Matice soustavy je A = 3 —4 —3 |, rozsifena matice je A = 3 —4 -3 1
-2 1 1 -2 1 1] -1

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 3, rk A = 3 a podle Frobeniovy véty soustava md FeSeni.
o Reseni mfizeme ziskat Gaussovou elimina¢ni metodou nebo Cramerovym pravidlem a je jim uspofddana



trojice [z,y, 2] = [1,-1,2].

e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Vyfesenim soustavy jsme
ziskali soufadnice bodu, ktery je vSem tfem rovindm spoleény — jejich prusecik R[1, —1,2]. Je tedy jasné i jejich
vzajemnd poloha (roviny maji jediny spoleény bod R).

3.2 Priklad

z -y +2z = 3
2z +z = 1
-2y 43z = 5

1 -1 2 1 -1 2|3

e Matice soustavy je A = | 2 0 1 |, rozsifena matice je A = 2 0 1)1

0 -2 3 0 -2 3|5

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 2, rk A = 2 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava md feseni.
e Pouzijeme-li Gaussovu elimina¢ni metodu, upravujeme standardné rozsifenou matici:

1 -1 2] 3 1 -1 2 3
2 0 1|1 |~--n~ 0 2 =3 | -5
0 -2 3| 5 0 0 0 0

Jedna rovnice ndm ,vypadla“ (obdobné jako u pfikladu 2.3), protoze byla linedrni kombinaci ostatnich rovnic,
a ziskali jsme tak soustavu dvou rovnic o tfech neznamych
r -y +2z = 3,
2y -3z = -—5.
Postupujeme analogicky jako u piikladu 2.3 a budeme tedy potiebovat 3 — 2 = 1 parametr. Polozime z = ¢, kde
t € R. Dosadime do rovnic a dostaneme:

+

€T =

Y
z =

t
t

NORO| =

®3)
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Soustava mé tedy nekoneéné mnoho fesent a jsou to vSechny uspotrddané trojice [z, y, z] = [% — %t, —g + %t, t] ,
kde t € R. (Zkuste si dosadit za ¢ libovolné realné &islo a udélat zkousku.)

Poznamenejme také, ze podobné jako v piikladu 2.3 zde neni mozné pouzit Cramerovo pravidlo, nebotf matice
soustavy je singuldrn{ (ovéite to!).

o Geometricky vyznam: Kazd4 z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Resenim soustavy je
nekoneéné mnoho bodd, které tvori jednorozmérny podprostor, tedy primku. Jeji parametrické rovnice jsou
uvedeny vyse (3). Jednd se tedy o pfipad, kdy t¥i roviny maji spoleénou prisecnici a zadné dvé z nich nesplyvaji.
Zkuste si promyslet, pro¢ jsou normélové vektory téchto t¥i rovin linedrné zavislé.

3.3 Priklad

(Soustava je témér shodnd s predchozi, ale lisi se v absolutnim ¢lenu u prvni rovnice.)

r -y +2z =7
2z +z = 1
-2y 43z = 5

1 -1 2 1 -1 2|7

e Matice soustavy je A = | 2 0 1 |, rozsifena matice je A = 2 0 1)1

0 -2 3 0 -2 3|5

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 2, rk A = 3 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava nemd Feseni.

e Kdybychom se pokouseli soustavu fesit Gaussovou elimina¢ni metodou, dosli bychom k nesmyslu ,,0 = 1¢,
podobné jako v prikladu 2.2.

o Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Soustava nemé feseni,
roviny tedy nemaji zadny spolec¢ny bod. Podivame-li se na jeich normalové vektory, zjistime, Ze zadné dvé
roviny nejsou rovnobézné. Jednd se tedy o vzdjemnou polohu, kdy tfi roviny vymezi v prostoru nekonecné
dlouhy trojboky hranol. Nebo to taky nékomu tfeba mize pripominat stan. Normalové vektory téchto tii rovin
jsou stejné jako v predchozim ptikladu 3.2 a jsou linedrné zdvislé (pro¢?). Pokud z téchto t¥i rovnic vybereme
vzdy dvé a vyresime je jako soustavu dvou rovnic o tfech neznamych, dostaneme parametrické rovnice tii
rovnobéznych piimek v prostoru (budou to hrany toho nekoneéného hranolu). Zkuste si to!



3.4 Priklad

x -y —z = 2
20 -2y -2z = 4
-3 +3y +3z = -6
1 -1 -1 1 -1 -1 2
e Matice soustavy je A = 2 -2 -2 |, rozsifena matice je A = 2 -2 =2 4
-3 3 3 -3 3 3| —6

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 1, rk A = 1 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava md FeSeni.
e Matice soustavy je singularni, Cramerovo pravidlo nepfipada v ivahu. Podle Frobeniovy véty vSak feSeni exis-
tuje, dostaneme ho béznou Gaussovou eliminaci. Elementarnimi ipravami rozsifené matice soustavy dostaneme

1 -1 -1 2 1 -1 -1 2
2 -2 =2 4 | ~---~1 0 0 O0]0
-3 3 3| -6 0 0 010
Dvé rovnice ndm ,vypadly“ a ziistala jedna rovnice o tfech neznamych
rT—y—z=2.

Budeme tedy potiebovat 3 — 1 = 2 parametry. Polozime z =t a y = s, kde s,t € R. Dosadime do rovnice,
a dostavame

x = 2 +4s +t
y = 5 (4)
z = t.

Soustava ma nekonecné mnoho fesent a jsou to viechny usporddané trojice [z, y, 2] = [2+ ¢ + s, s, t], kde s,t € R.

o Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Soustava mé nekonecné
mnoho feSeni, roviny jsou tedy totozné. Jinak feceno vSechny tfi rovnice zadavaji tutéz rovinu. Ziskali jsme
navic velmi jednoduchym zptisobem jeji parametrické vyjadfeni (4).

3.5 Priklad

x -y —z = 2
20 2y —2z =7
-3 +3y +3z = 1
Soustava se podoba soustaveé z prikladu 3.4, lisi se jen pravé strany.
1 -1 -1 1 -1 -1} 2
e Matice soustavy je A = 2 —2 —2 |, rozsifena matice je A = 2 -2 =27
-3 3 3 -3 3 311

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 1, tk A = 2 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava nemd feSeni.

e Pii pokusu o pouziti Gaussovy eliminace bychom narazili opét na nepravdivé tvrzeni ,0 = 1“.

e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je opét rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Soustava neméa
feSeni, neexistuje tedy zadny bod spoleény vSem tfem rovinam. Roviny maji po fadé norméalové vektory 7, =
(1,—-1,-1), 2 = (2,-2,—2), i3 = (=3, 3, 3), ty jsou na prvni pohled kolinearni, roviny jsou proto rovnobé&zné!
Zkuste ovérit, zda néktera dvojice rovin nesplyva.

3.6 Priklad

x -y —z = 2

x +3y —z = 1

-3z +3y +3z = -8
1 -1 -1 1 -1 -1 2
e Matice soustavy je A = 1 3 —1 |, rozsifena matice je A = 1 3 -1 1
-3 3 3 -3 3 3| =8

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 2, rk A = 3 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava nemd Feseni.

e Prii pokusu o pouziti Gaussovy eliminace bychom narazili opét na nepravdivé tvrzeni ,0 = 1“.

o Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je opét rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Soustava nema feseni,
neexistuje tedy zadny bod spolecny vSem tfem rovinam. Pokud se podivame na prvni dvé rovnice, zjistime, ze
normalovy vektor druhé roviny je 2-nédsobkem normaélového vektoru prvni roviny. Jedna se tedy o pfipad dvou
rovnobéznych rovin protatych tfeti rovinou s nimi riznobéznou. Muzete si zkusit spocitat obé dvé prisecnice,
museji vyjit rovnobézné!



4 Homogenni soustavy

Zajimavym piipadem soustavy m rovnic o n neznamych je tzv. homogenni soustava. Ta se vyznacuje tim, Ze na
pravé strané vSech rovnic jsou nuly. Tato soustava je vzdy FeSitelna! Pfidanim sloupce samych nul se totiz
hodnost matice nezméni a hodnost matice soustavy je vzdy stejna jako hodnost rozsifené matice (rk A = rk A).
Jednim z YeSeni je vzdy bod [z, z2,23,...] =[0,0,0,...], v pfipadé napf. t¥i rovnic o tfech nezndmych je vzdy
feSenim bod [z,y, z] = [0,0,0]. Tento bod miize byt bud jedingym Fesenim, nebo je jednim z nekoneéné mnoha
feSeni soustavy. Nazyvame ho trividlnim resenim.

4.1 Priklad

Uvazujme soustavu z piikladu 3.1, pouze nahradme pravé strany nulami.

5¢ +5y 4z = 0
3r -4y -3z = 0
2z 4y 4z = 0

e Podle toho, co vime o homogennich soustavéich je bod [0,0,0] feSenim. (Dosazenim do soustavy je jasné, Ze
tomu tak je.) Navic je tento bod jedinym FeSenim. (Zkuste si tuto soustavu vyfesit Gaussovou eliminaci nebo
Cramerovym pravidlem.)

e Geometricky vyznam: Kazd4 z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Jsou to tedy 3 vzajemné
riiznobé&zné roviny majici jediny spoleény bod, a to bod 0O[0, 0, 0] (pocatek soutadného systému).

4.2 Priklad

Uvazujme nyni soustavu z piikladu 3.2, a op&t nahradme pravé strany nulami.

r -y +2z = 0
2z +z = 0
-2y +3z = 0

e Podle toho, co vime o homogennich soustavéich je bod [0,0,0] feSenim. (Dosazenim do soustavy je jasné, Ze
tomu tak je.) Tento bod vSak neni jedinym feSenim! Zkuste si tento piiklad vyFesit Gplné stejnym postupem
jako piiklad 3.2 a zjistite, Ze feSenim jsou v8echny uspofadané trojice ve tvaru [z,y, 2] = [—%t, %t, t} ,kdet e R.
e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Poc¢atek souradného sys-
tému (bod 0[0, 0,0]) je uréité feSenim. AvSak uplnym FeSenim soustavy je jednodimenziondlni podprostor, tedy
pfimka. Ta méa parametrické rovnice

T = —%t, Yy = %t, z = t. Tato pfimka zjevné prochazi pocatkem souradného systému.

5 Soustavy Ctyr rovnic o ¢tyrech neznamych

Upozornuji, ze se zac¢iname pohybovat v prostorech dimenze vyssi nez 3. Snazit se néco si predstavit bude jiz
komplikovanéjsi, ne-li nemozné. Spise se budeme pokouset hledat analogie s prostory niz$ich dimenzi: 0 (bod),
1 (pfimka), 2 (rovina) a 3 (trojrozmérny prostor).

Poznamka: Pokud by se nékdo rozhodl studovat tuto problematiku podrobnéji (nebo se v tomto textu zacal
trochu vic $ourat), tak pfipomindm, Ze pod pojmem ,prostor*, resp. ,podprostor* mam na mysli afinni prostor,
resp. podprostor. Pro stredoskolskou predstavu je vSak intuitivni chapéani tohoto pojmu, myslim, dostacujici.

5.1 Priklad

Kvili prehlednosti budeme neznamé ¢islovat dolnimi indexy.

2x1 +2x9 —-3x3 H+x14 = 3
1 +2x0 +4x3 24 = 5
—I +x9 —x3 +x4 = 1
€1 —xo +2x3 —2x4 = —4

2 2 -3 1 2 2 -3 1 3

e Matice soustavy je A = _1 i _;L i , rozsifena matice je A = _1 i _Li i ?

1 -1 2 =2 1 -1 2 -2 -4

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 4, tk A = 4 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava md feseni.
e Refeni miizeme ziskat Gaussovou elimina¢ni metodou nebo Cramerovym pravidlem a je jim uspoifadana



Ctvefice [z1, 22, x3,24] = [1,—1,0, 3].

e Geometricky vyznam:

Zastavme se na chvili u pojmu nadrovina. Nadrovinou je obecné podprostor dimenze o jedna nizsi nez prostor,
ve kterém pracujeme. Tedy

* nadrovinou v pfimece (dim = 1) je bod (dim = 0),

* nadrovinou v roviné (dim = 2) je pfimka (dim = 1),

* nadrovinou v trojrozmérném prostoru (dim = 3) je rovina (dim = 2),

* nadrovinou ve étyfrozmérném prostoru (dim = 4) je trojrozmérny podprostor (dim = 3),

* nadrovinou v pétirozmérném prostoru (dim = 5) je ¢tyfrozmérny podprostor (dim = 4), atd.

Neni na tom nic slozitého, jen u dimenzi 1, 2 a 3 se dostavame do kolize s tradiéné pouzivanymi pojmy —
nefikdme ,,jednorozmérna nadrovina v dvourozmérném afinnim prostoru®, ale prosté fekneme primka v roviné.
U prostori vyssich dimenzi uz takovéto zjednodusené nazvoslovi nemame a musime prosté hovorit o nadro-
vindch.

Poznamka: Nadrovina je charakterizovana normdloviym vektorem analogicky napf. s rovinou v trojrozmérném
prostoru. Napi. prvni rovnice v tomto piikladu urcuje trojrozmérnou nadrovinu s normalovym vektorem 77 =
(2,2,—3,1), ktery je na ni kolmy. Toho miizeme vyuzit napf. pfi vySetfovani vzadjemné polohy nadrovin.

Kdyz jsme fesili soustavy dvou rovnic o dvou neznamych, méli jsme vlastné rovnice dvou pfimek v roviné. Tedy
rovnice dvou jednorozmeérnych nadrovin v dvourozmeérném prostoru.

Kdyz jsme fesili soustavy tii rovnic o tfech nezndmych, méli jsme vlastné rovnice t¥i rovin v trojrozmérném
prostoru. Tedy rovnice t¥i dvourozmérnych nadrovin v trojrozmérném prostoru.

Posunime se bez zbyteénych zabran jesté o dimenzi vyse! ReSime soustavu &ty rovnic o ¢tyfech neznamgych,
mame tedy rovnice ¢tyF trojrozmérnych nadrovin v ¢tyfrozmérném prostoru. A je to. Konecné vime,

co vlastné z geometrického hlediska pocitdme. ©

Resenfm zadané soustavy je tedy bod S[1,—1,0, 3]. Trojrozmérné nadroviny jsou v takové vzajemné poloze, ze
se protinaji v jediném bodé, a tim je bod S.

5.2 Priklad

T —|—3$2 —|—2$3 —4$4 = —4
—r1 +2x9 +x3 —r4 = -1
X9 +x3 —3x4 = -3
5r1 +2x9 +4xy = 4
1 3 2 —4 1 3 2 —4| —4
e Matice soustavy je A = _(1) ? 1 :515 , rozsifena matice je A = _(1) i 1 :;, :51;
5 2 0 4 5 2 0 4 4

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 3, tk A = 3 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava md feseni.

e Jak asi lze tusit v analogii napf. se soustavami 3 rovnic o 3 neznamych, bude mit soustava nekonecné
mnoho FeSeni. PouZijeme-li Gaussovu elimina¢ni metodu, pii prevadéni na schodovity tvar nam jedna rovnice
,vypadne®, nebot je linedrni kombinaci zbyvajicich ti¥i rovnic. TakZe se ndm soustava redukuje na soustavu
3 rovnic o 4 nezndmych. Potfebujeme 4 — 3 = 1 parametr. PoloZime jednu z nezndmych rovnou parametru,
takze napt. x4 = t, kde ¢t € R, a ostatni neznamé vyjadiime pomoci ¢. Déladme to uplné stejné jako v prikladu
3.2, jen mame o jeden fadek a o jednu neznamou vice. Dostavame

X = O
To = 2 =2t
I3 = -5 +5t (5)
Ty = t.
Resenim jsou vSechny usporadané étvefice [x1,xo, x3,74] = [0,2 — 2¢, —5 + 5t,t], kde t € R.

Poznamka: Vsimnéte si také, Ze v tomto pfipadé nelze vzit za parametrickou nezndmou x;. Tato neznamaé je
nulova pro vSechna ¢ a nemohli bychom pomoci ni vyjadfit ostatni neznamé! Jak tedy pozname, které neznamé
jsou hlavni a které jsou parametrické? Podivejte se do sekce 8.

o Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je opét rovnici trojrozmérné nadroviny ve ¢tyfrozmérném prostoru.



Tyto ¢tyfi trojrozmérné nadroviny jsou ve ¢tyfrozmérném prostoru umistény tak, ze jejich prinikem je primka
(jednorozmeérny podprostor) s parametrickymi rovnicemi (5). Z parametrickych rovnic mizeme vyéist soufad-
nice bodu a smérového vektoru uplné stejné, jak jsme zvykli, jen pfibude jedna soutfadnice: A[0,2,—5,0],
@=(0,-2,5,1).

5.3 Priklad

1 2o +3zy = 1
—x —zy —I3 = 2
2r1 +brs —x3 +914 = 5
Ty —I3 +3$4 = 3

1 2 0 3 1 2 0 3 1

e Matice soustavy je A = _; _51) :1 g , roz§ifend matice je A = _; _é :1 8 ?

0 1 -1 3 0 1 -1 31| 3

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 2, tk A = 2 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava md feseni.

e Jak asi lze tusit, bude mit soustava nekoneéné mnoho feseni. PouZijeme-li Gaussovu elimina¢ni metodu, pfi
prevadéni ma schodovity tvar ndm dvé rovnice ,,vypadnou*, nebot jsou linedrni kombinaci zbyvajicich rovnic.
Takze se ndm soustava redukuje na soustavu 2 rovnic o 4 neznamych. Potfebujeme tedy 4 — 2 = 2 parametry.
Polozime dvé neznamé rovny parametrim, takze napt. x4 = t, 3 = s kde s,t € R, a ostatni neznamé vyjadiime
pomoci s a t. Délame to tplné stejné jako v prikladu 3.4, jen mame o jeden fadek a o jednu neznamou vice.
Dostavame

T, = -5 —2s 43t

To = 3 +s =3t

(6)
3 = S

Ty = t.

Resenfm jsou vsechny uspotadané ¢tvefice [x1, 2o, 3, 74] = [=5 — 25 + 3t,3 + s — 3t, 5,t], kde 5, € R.
e Geometricky vyznam: Opét je kazdd z rovnic rovnici trojrozmérné nadroviny ve Ctyfrozmérném prostoru.
Tyto Ctyfi trojrozmérné nadroviny jsou ve Ctyfrozmérném prostoru umistény tak, Ze jejich prunikem je ro-
vina (dvourozmérny podprostor) s parametrickymi rovnicemi (6). Tato rovina je uréena bodem A[-5,3,0,0]
a smérovymi vektory @ = (—2,1,1,0) a ¥ = (3,-3,0,1), coz lze snadno vy¢ist z parametrickych rovnic.

5.4 Priklad

X1 +xo —I3 = 0
T T2 +r4 =
—x1 +r3 +x4 = -1
31‘1 —2$3 = 3

Pro tuto soustavu plati rk A = 3, rk A = 4 (pfesvédéte se o tom!) a soustava tedy nemd feSeni. Geometricky
by se jednalo o pfipad, kdy ¢tyfi nadroviny nemaji zadny spolecny bod. MiZete se zamyslet nad tim, jaka by
mohla byt jejich vzajemna poloha.

Poznamka 1: Tak jako v 3-rozmérném prostoru neexistuje obecné rovnice pfimky, neexistuje ve 4-rozmérném
prostoru obecné rovnice roviny!

Pfimku v 3-rozmérném prostoru miizeme zapsat dvéma obecnymi rovnicemi (jako priseénici dvou rovin). Stej-
né tak rovinu ve 4-rozmérném prostoru muizeme zapsat dvéma obecnymi rovnicemi (jako prinik dvou troj-
rozmérnych nadrovin).

Poznamka 2: Pokud bychom chtéli zapsat primku ve 4-rozmérném prostoru, potiebovali bychom ¢/ obecné
rovnice! (Viz piiklad (5.2)). Pfimka ve 4-rozmérném prostoru tedy muZe byt zadana jako prinik ti{ troj-
rozmérnych nadrovin. Parametrické vyjadieni je v tomto ohledu asi ponékud vyhodnéjsi.

Poznamka 3: Ve ¢tyfrozmérném prostoru nam mohou vychézet i ponékud ,,podivné“ véci, které nemaji v troj-
rozmérném prostoru obdoby. Napiiklad se miizeme setkat se dvéma mimobéZnymi rovinami. (MtzZete si to zkusit
predstavit ®@). Nebo se muzZe stat, ze dvé roviny maji jen jediny spoleény bod. Tuto situaci jsme si vlastné uz
spocitali v ptikladu 5.1: Mame ¢tyfi rovnice trojrozmérnych nadrovin. Vezmeme nékterou dvojici rovnic a ta
ndm urcuje 2-rozmérnou rovinu (viz Pozndmka 1). Zbyvajici dvojice rovnic taktéz uréuje (néjakou jinou) rovinu.
Tyto 2 roviny maji jediny spole¢ny bod S[1, —1,0, 3].



6 Soustavy péti (a vice) rovnic o péti (a vice) neznamych

Tyto soustavy budeme Tesit zcela analogicky jako v piedchozich pfikladech, jen ndm pfibyvaji neznamé a v ge-
ometrické interpretaci se pak s kazdou dalsi neznamou posouvame o dimenzi vyse.

6.1 Priklad

211 +x9  H+x3 224 HT5= 1
5171 +2I2 —x3 —Ty4 —Ty5 = 0
4xq —x9 —3x3 214 = 0
221 +xo +6x3 —X4 = 0
6$1 —4$2 —3$4 = 0
Zkuste si soustavu vyfesit Gaussovou eliminaci nebo Cramerovym pravidlem a presvédcte se, Ze FeSenim je
uspofddand pétice [z1,x2,23,24,25] = [1,0,0,2,3]. Geometricky vyznam je takovy, Ze Fesime prunik péti

¢tyFrozmérnych nadrovin v pétirozmérném prostoru. Tyto nadroviny jsou zvoleny tak, Ze jejich prinikem
je jediny bod T[1,0,0, 2, 3].

7 Soustavy, kdy je pocet rovnic vyssi nez pocet neznamych

Pripady, kdy byl pocet rovnic mensi nez pocet neznamych, jsme jiz vytesili. ,,Pfebyte¢né neznamé“ jsme nahra-

zovali parametry. (Viz piiklady 2.3, 3.2, 3.4, 4.2, 5.2, 5.3.) Co kdyZz bude rovnic vice nez je neznamych? Na
takovychto soustavach neni nic slozitého. Intuitivné je zfejmé, zZe néjaké rovnice jsou v soustavé jakoby ,navic“.

7.1 Priklad

Uvazujme soustavu ¢tyf rovnic o tfech nezndmych:

1 +4xe +3x3 = 5
3:171 +5I2 —2:173 = -15
4:171 +6I2 +5I3 = 12
5:171 —2:172 +7I3 = 37
1 4 3 1 4 3 5
e Matice soustavy je A = i 2 _g , Tozsifen4 matice je A = Z 2 _g _12
5 =2 7 5 =2 7 37

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 3, rk A = 3 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava md fesen.
e Rozsifenou matici upravujeme standardné Gaussovou eliminaci na schodovity tvar

1 4 3 5 1 4 3 5

3 5 —-2| —15 01 -3| -2

4 6 5| 12|77 oo0 1| 4

5 -2 7 37 0 0 O 0
a zjistime, Ze jedna z rovnic ,vypadla®, coZ je dobfe, nebotf nam tak zlstala soustava t¥{ rovnic o tfech neznamych.
Tu jiz umime Fesit a FeSenim je uspofddand trojice [x1, xa, 23] = [1,—2,4].

e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. VyfeSenim soustavy jsme
ziskali soufadnice jejich priseéiku U[1, —2, 4]. Podle normalovych vektort je vidét, ze zadné dvé roviny nejsou
rovnobézné. Jedna se tedy o ¢tyfi navzajem riznobézné roviny, které se protinaji v jediném bodé U. (Tyto étyfi
roviny patii do tzv. trsu rovin I. druhu.)

7.2 Priklad

Pouzijme ptfedchozi soustavu, jen ve 2. rovnici zménme pravou stranu:

1 +4xe +3x3 = 5
3r1 +dxey +2x3 = 1
4$1 +6$2 +5$3 = 12
5:171 —2:172 +7I3 = 37



, roz§ifena matice je A =

4
. . 5
e Matice soustavy je A = 6
-2

T W+~
N Ut N W

5 —2 7| 37

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 3, tk A = 4 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava nemd feseni!

e Kdybychom pouzili Gaussovu elimina¢ni metodu a upravovali rozsifenou matici, dopracovali bychom se
k nepravdivému tvrzeni, ze 0 = 1.

e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Neexistuje tedy zadny bod,
ktery by byl vSem ¢tyfem rovindm spole¢ny. Co jsme vlastné provedli tim, Ze jsme vzali pfedchozi priklad 7.1,
ktery mél feseni, a pouze zménili pravou stranu jedné rovnice? Z ptuvodni konfigurace, kdy se vSechny 4 roviny
protinaly v jediném bodé€, jsme jednu rovinu rovnobézné posunuli jinam. Vzajemna poloha ¢tyf rovin je nyni
takova, ze tyto roviny vymezuji v prostoru trojboky jehlan.

7.3 Priklad

Zkusme i jednoduchy ptiklad soustavy dvou rovnic o jedné neznamé:
x =
2¢ = 13

Na prvni pohled je zfejmé, Ze takovato soustava nemd feseni. O tomtéz nas presvédci i Frobeniova véta, protoze:
1 e s .. 1 5

9 ), rozsifend matice je A = ( 9 | 13 >

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 1, rk A = 2 a podle Frobeniovy véty soustava nemd Feseni!

e Geometricky vyznam: Kazdou z rovnic lze chapat jako ,rovnici bodu na pfimce“, s tim jsme se uz setkali

u piikladu 1.1. Kazda rovnice je vlastné rovnici nularozmérné nadroviny v jednorozmérném prostoru! Kazda

rovnice je rovnici jiného bodu (prvni rovnice je rovnici bodu V[5] a druha rovnice je rovnici bodu W [1—23} ). Tyto

body jsou urcité disjunktni a ,nemaji zddny spole¢ny bod“.

Poznamka: Uvozovky jsem pouzil proto, Ze tyto formulace se bézné nepouzivaji, ale skuteéné, i v tomto

jednoduchém ptikladu, hleddme prinik nadrovin — tentokrate nularozmérnych.

Matice soustavy je A = <

7.4 Priklad

Vyfesime jesté soustavu ¢tyf rovnic o dvou neznamych:

r 42y = -1
2 -y = 2
3z 4y = 1
6z +7y = -2
1 2 1 2| -1
e Matice soustavy je A = ; _1 , rozsifena matice je A = ; _1 ?
6 7 6 7| -2

e Pro jejich hodnosti plati rk A = 2, rk A = 2 (ovéite to!) a podle Frobeniovy véty soustava md fesen!

e Dvé rovnice ndm tedy zmizely, nebot byly linedrni kombinaci ostatnich rovnic, a dostali jsme soustavu dvou
rovnic o dvou nezndmych, jejimz feSenim je uspofadand dvojice [z,y] = [%, —%].

e Geometricky vyznam: Kazda z rovnic piedstavuje rovnici pfimky v roviné, kazdé dvé piimky jsou navic
riiznobé&zné (viz jejich normélové vektory!). Resenim soustavy jsme hledali body, které maji véechny éty¥i primky
spole¢né. Takovy bod jsme nasli a je jim bod X [%, —%} , véechny ¢tyfi pfimky tedy prochézeji bodem X. (Tyto

piimky patii do tzv. svazku primek I. druhu).

8 Hlavni a parametrické neznamé

Jak uz bylo feceno vyse, fesSime-li soustavu, kde pocet rovnic je mensi nez pocet neznamych, obcas miize nastat
problém rozhodnout, kterou nezndmou miiZeme resp. nemiizeme polozit rovnu parametru. (Viz napf. piiklad
5.2).

Kritérium je velmi jednoduché, ilustrujme ho na prikladech:



8.1 Priklad

—X1 “+2x2 —I3 +xr4 = 1
—X1 “+2x2 +2I3 —2%4 = -8

e Plati rk A = 2, rk A = 2 (ovéite!), soustava tedy md Feseni.
e Upravujme rozsifenou matici soustavy:
-1 1 -1 1 1 1 -1 1 —-1] -1
(—1 1 2 -2 —8)”"'“(0 0 1 —1‘ —3)'
Dulezité! Hlavnimi nezndmymi budou ty neznadmé, jejichz koeficienty jsou v upravené matici hlavnimi proky.
Pfipomenime, Ze hlavnim prvkem Fadku matice se mysli nejlevéjsi nenulovy prvek tohoto Fadku. Pokud
nasi upravenou matici prepiseme zpatky jako soustavu rovnic, dostaneme
T4 —X2 “+x3 —x4 = —1
r3 —Xyg = -3
Hlavni prvky v matici odpovidaji neznamym x; a x3, toto budou tudiz hlavni neznamé. Zbylé nezndmé budou
parametrické a polozime tedy x4 =t a xo = s, kde s,t € R. ReSeni pak zapiSeme ve tvaru

T, = 2 +s
Tog = S
zs = -3 +t (7)
Ty = t y
feSenim jsou tedy vSechny uspoifddané Gtvefice ve tvaru [x1,xo, o3, 4] = [2+ 8,8, =3+, ], kde s,t € R. Nékdo

by se v prvé chvili tfeba pokusil zvolit jako parametry neznamé zs a x4, to by vsak neslo, mtzete si to zkusit.
e Geometricky vyznam: Poc¢itame prinik dvou trojrozmérnych nadrovin ve ¢tyfrozmérném prostoru. Prinikem
je dvourozmérny podprostor (rovina) s parametrickymi rovnicemi (7).

8.2 Priklad

T +x3 =0
i) +2I3 = O
Ty = 0

e Soustava je homogenni (viz sekce 4), takZe ma uréité trivialni feSeni — bod [x1, z2, 3, 24] = [0, 0,0, 0] (pocatek

soufadného systému). Mtze to vSak byt jen jedno z nekone¢né mnoha feseni.
e Plati rk A = 3, rk A = 3, soustava tedy md FeSeni.

B 101 010
e Rozsifend matice soustavyje A= [ 0 1 2 0| 0
000 1|0

Tato matice uz je ve schodovitém tvaru, nemusime ji proto uz upravovat. Hlavnimi nezndmymi budou x1, s
a x4, jedinou parametrickou nezndmou bude x5 = t, kde t € R. ReSeni mizeme psat ve tvaru

X = —t
Tog = —2t (8)
r3 = t
Ty = 0
Soustava ma nekone¢né mnoho feSeni a jsou to vSechny uspofadané ¢tvefice ve tvaru [x1, e, x3, T4] = [—t, —2t,¢, 0],

kde ¢t € R. Vsimnéte si, Ze bod [0, 0,0, 0] je opravdu feSenim (zvolime-li za ¢t = 0).
o Geometricky vyznam: Reime prinik t¥i trojrozmérnych nadrovin ve étyfrozmérném prostoru. Vysledkem je
jednorozmérny podprostor (pfimka) s parametrickymi rovnicemi (8) prochazejici po¢atkem.

Dulezita poznamka na zavér: Pocet parametri, které musime zavést, abychom mohli vyjadfit feSeni néjaké
soustavy, je roven dimenzi podprostoru, ktery je fesenim dané soustavy.

* Pokud jsme nepotiebovali zadny parametr, byl fesenim nularozmérny podprostor — jediny bod.

* Pokud jsme potiebovali jeden parametr, byl feSenim jednorozmérny podprostor — piimka.

* Pokud jsme museli zavést dva parametry, byl feSenim dvourozmérny podprostor — rovina.

* Pokud bychom potfebovali tfi parametry, byl by feSenim trojrozmérny podprostor — trojrozmérné nadrovina,
atd.

Toto dobte koresponduje s tim, co znate z analytické geometrie — v parametrickych rovnicich pfimky se vyskytuje
jeden parametr, v rovnicich roviny jsou parametry dva.
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