Geometrie nelinearnich utvaru — cviceni

1 Geometrie krivek

1.1 Parametrické a obecné rovnice kfivek, singularni body, teény vektor

Kfivky v R? zadané parametricky lze vykreslit v programu Maple jednoduchym piikazem
plot ([x(t),y(t),t=a..bl); konkrétné napt. plot([2*cos(t),3*sin(t),t=0..2*%Pi]);
Pro vykresleni kfivek v R? lze pouzit piikaz

with(plots): spacecurve([x(t), y(t), z(t)], t = a .. b);

Poznamka k nasledujicim tloham:

Vylouceni parametru ¢ pfi hledani obecné rovnice k¥ivky nemusi byt vzdy jednoduché. V mnohych pripadech
doporucuji podivat se na vysledek a odhadnout, jak rovnice vhodné upravovat, s¢itat, umocnovat apod., aby
nakonec parametr vypadl. Je-li parametrizace dana polynomickymi ¢i racionalnimi funkcemi, lze k vylouceni
parametru (v pfipadé ploch dvou parametrii) pouzit teorii Grobnerovych bazi. Teorie je pouZitelnd i pro pa-
rametrizace dané goniometrickymi funkcemi, pouziji-li se vhodné substituce a pfidaji-li se dodateéné rovnice
vyjadiujici platnost nékterych goniometrickych identit.

Pr1i pfevadéni z obecného na parametrické vyjadreni je ¢asto vyhodné pouziti polarnich soutadnic, viz priklad 12.
1. Uvazujme kiivku r(t) = [Rcos(t®); Rsin(t?)], kde ¢ € R. Obrazem r(R) je kruznice o poloméru R.
a) Najdéte jeji singuldrni body, b) najdéte reguldrni parametrizaci, jejimz obrazem bude stejnd kruznice.
Reseni: a) Singularni bod je v tg = 0 = r(tg) = [1;0] b) napt. r(t) = [Rcos(t); Rsin(t)]

2. Kiivka zvand traktriz (mj. se jedné o evolventu fetézovky, viz ptiklad 10, podsekce 1.2) je ddna parametrizaci
r(t) = [a (Intan  + cost) ;asint], kde ¢ € (0, 7). Naleznéte jeji obecnou rovnici.

Reseni: x =Intan (§arcsiny) + /a? — 32

3. Descartesiv list je dan parametrickym vyjadienim r(t) = [ffttg; f’f;}, kde t € R\ {—1}. Najdéte obecnou

rovnici Descartesova listu.

Reseni: 3+ y% —3azy =0

4. Dioklova kisoida je ddna parametrickym vyjadienim r(t) = [fﬁz ; %}, kde t € R. Najdéte jeji obecnou

rovnici.

Resent:  y*(a—x) =23

5. Strofoida je ddna parametrickym vyjidienim r(t) = [‘al(i;tz); _a§$;t2):|7 kde t € R. Najdéte obecnou

rovnici strofoidy.
Reseni:  (a —x)y? = (a + x)2?
6. Nikomédova konchoida je dana obecnou rovnici (z — a)?(z? + y?) = b2x2. Napiste obecnou rovnici i para-

metrické vyjadieni Nikomédovy konchoidy v polarnich a kartézskych souradnicich.

Reseni: p= wosp T 0 pol(t) = [p, ] = [2%5 £ b;t], kde jsme polozili ¢ = ¢,
dosadime-li do definice polarnich soufadnic (x = pcost a y = psint), dostdvame parametrické vyjadieni v kar-

tézskych soufadnicich ryart(t) = [x,y] = [a £ bcost;a tant £ bsint].

7. Po pevné kruznici k1 poloméru R; se zvenku vali bez prokluzovani dalsi kruznice ks o poloméru Rs. Pevné
zvoleny bod na ks pak opisuje kiivku zvanou epicykloida, jejiz parametrické vyjadieni mize byt napt.

x = (Ry + R2) cos %tf R cos (t+ gjt) ,

R R
y= (R, —&—Rg)sinR—?t — Rysin (t+ R?t) .



Vali-li se bez prokluzovani kruznice ks o poloméru Ry < R; zvnitiku pevné kruznice k1, opisuje pevné zvoleny
bod na ko kiivku zvanou hypocykloida, jejiz parametrické vyjadieni maze byt napt.

R R
x = (Ry — Rs) cos R—jt—l—Rg cos <t— Rjt) ,

R R
y= (R — Rg)sinR—?t — Ry sin (t— Rjt) .

a) Uvazujme epicykloidu, pro kterou Ry = R; = R. Takova k¥ivka se nazyva kardioida nebo téz srdcovka.
Najdéte jeji parametrické vyjadieni, kiivku nacrtnéte a najdéte jeji singularni body.

Reseni: r(t) = [2Rcost — Rcos2t;2Rsint — Rsin 2t]; singularni body dostaneme pro t = 2kw, k € Z; Pro
obrazek viz worksheet krivky.mw, ziskdme jej napf. volbou Ry = R; = 1.

b) Uvazujme epicykloidu, pro kterou Ry = %. Takova kfivka se nazyva nefroida. Najdéte jeji parametrické
vyjadfeni, kiivku nacrtnéte a najdéte jeji singularni body.

Reseni:  r(t) = [(3/2) Ry cos((1/2)t) — (1/2)Ry cos((3/2)t), (3/2) Ry sin((1/2)t) — (1/2) Ry sin((3/2)t)];
singularni body jsou v t = 2km, pro t = 0,4m, 87,127, ... mame bod r(0) = [Ry,0], pro t = 27, 67,107, ...
mame bod r(27) = [-Ry, 0]

c) Steinerova krivka je hypocykloida, pro niz plati Ry = %. Napiste jeji parametrické vyjadreni a nakreslete ji.
Reseni:  r(t) = [(2R1/3) cos(t/3) + (R1/3) cos(2t/3); (2R1/3) sin(t/3) — (R1/3) sin(2t/3)]

d) Asteroida je hypocykloida, pro niz plati Ry = %. Napiste jeji parametrické vyjadieni a nakreslete ji.

Reseni:  r(t) = [(3R1/4) cos(t/4) + (R1/4) cos(3t/4); (3R1/4) sin(t/4) — (R1/4) sin(3t/4)], pomoci goniometric-
kych identit 1ze dojit az ke tvaru r(t) = [R; cos® t; Ry sin® t]

e) Jak vypada hypocykloida pro Ry = %?

Reseni: Jedna se o tisecku s parametrizaci r(t) = [Rl cos %; 0}, coz lze chapat jako kmitavy pohyb ve sméru
osy x s rovnovaznou polohou v poc¢atku. Toho se vyuziva i v technické praxi pii transformaci rotacniho pohybu

na kmitavy pifimocary pohyb.

f) Promyslete si, jak by vypadaly epicykloida a hypocykloida pro rizné volby R; a Rs. Zkuste si tyto pfipady
vykreslit v Maplu, pouzijte worksheet krivky.mw. Muzete si ménit hodnoty R2 pii pevné zvoleném R1 a ziskavate
tak riizné epicykloidy a hypocykloidy vznikajici valenim rtiznych kruznic po téze pevné kruznici.

Né&kolik poznamek:

° Pomér k = % je rozhodujicim faktorem, méme-li rozhodnout, zda je epicykloida resp. hypocykloida
uzaviend (po ur¢itém poctu ob&ht valici se kruznice se kiivka zac¢ne replikovat), ¢i nikoliv. Pro k € Q je
kiivka uzaviend, pro k € R\ Q nikoliv.

o Epicykloidu i hypocykloidu 1ze podobné jako tomu bylo u cykloidy prodluzovat a zkracovat — mame tedy
prodlouzenou (zkrdcenou) epicykloidu a prodlouenou (zkrdcenou) hypocykloidu (viz obrazky).

) Neékdy se provadi nésledujici klasifikace, kdy se souhrnné hovoii o tzv. trochoiddch neboli cyklickijch
krivkdch. Patti sem:
—  prosta, prodlouZzena a zkracena cykloida,



—  prosté, prodlouzend a zkracena epicykloida (souhrnné tzv. epitrochoidy),

—  prosté, prodlouzend a zkrdcend hypocykloida (souhrnné tzv. hypotrochoidy),

—  evolventa (pfimka se vali po kruznici),

—  pericykloida (kruznice valici se svou vnitini stranou po vnéjsi strané pevné kruznice).

° Mozné jste si v détstvi hrali s umélohmotnymi ozubenymi kolecky vybavenymi otvory v rtiznych mistech,
do nichz se zasunula tuzka a ,jezdilo se dokola“ kolem nehybného kolecka (pfipadné uvnit¥ nehybného
mezikruzi), které se §pendliky p¥ipevnilo k podlozce. Vznikaly pékné ornamenty. Jaké kiivky jste vlastné
kreslili? Co muselo byt splnéno, aby se kfivka po urcité dobé zacala replikovat?

8. Pascalova zdvitnice (limacon) je ddna parametrickym vyjadfenim r(t) = [a cost — bcos 2t; asint — bsin 2¢].
Naleznéte jeji obecnou rovnici v soufadnicich z,y a také v polarnich soufadnicich p,p. Jednd se o specialni
pripad nékteré z vyse uvedenych kiivek. Které?

Reseni: (22 +y? —ax)? =b*(2%2 +y?); p=acosp+b

.2
STz
se konstruuje naleznete napf. na http://en.wikipedia.org/wiki/Witch_of_Agnesi. Naleznéte jeji obecné vyjadieni
a singularni body.

9. Witch of Agnesi je kiivka s parametrickymi rovnicemi r(t) = [Zat } pro t € R. Jak kiivka vypada a jak

Reseni: y= #‘43(12; singularni body nejsou
10. Studujte vlastnosti zndmych spirdl (rovnice jsou uvedeny v polarnich souradnicich p, ¢):

Archimedova spirdla p = ap,
logaritmickd spirdla p = a¥,
hyperbolickd spirdla p = %,

° Fermatova spirdla p* = a%p,
. . 7’ 2
° Lituuova spirdla p> = &,
. sinovd spirdla p™ = a™ sin(mep).

11. Retézovka je kiivka s obecnou rovnici y = a cosh Z. Vrchol fetézovky lezi v bodé (0,a). Ukazte, ze v tomto
vrcholu mé Fetézovka styk tietiho fadu s parabolou o rovnici y = g + a. Styk tfetiho Fadu kiivek r(t) a s(t)
v bodé tg znamené splnéni rovnic 7(tg) = s(tg), r(to) = $(to), T(to) = 8(to), T(to) =S(to).

12. Napiste parametrické vyjadieni lemniskdty s obecnou rovnici (22 + 3?)? = a?(2? — y?).

Reseni: Je vyhodné pouzit polarni souradnice £ = pcosp a y = psin g, parametrizace ma pak tvar

Tiart () = [a+/c0s 2 cos p; ay/cos 2¢ sin |, obrézek v Maplu ziskame pifkazem
plot ([2*sqrt (cos(2*phi))*cos(phi),2*sqrt(cos(2*phi))*sin(phi) ,phi=-Pi/4..5%Pi/4]);

1.2 Délka kiivky, evolventa, parametrizace obloukem

1. Spoctéte délku oblouku cykloidy r(¢) = [R(¢t —sint); R(1 — cost)], ¢ € (0, 2m).
Reseni: S8R

2. Spoctéte délku kardioidy r(t) = [2Rcost — Rcos2t;2Rsint — Rsin 2t] ,t € (0, 2m).
Reseni: 16R

3. Spoctéte délku oblouku logaritmické spirdly r(t) = [a’ cost,a’sint], a > 1,
a) pro t € (t1,t2), b) pro t € (—o0, ta).

Ina

Reseni: a) Vitia (a2 —a't), b) 7”;:1:2&(1”, jedna se tedy o konstantni nésobek privodice.
4. Uréete délku jednoho zavitu Sroubovice r(t) = [Rcost; Rsint;at], t € (0, 27).

Reseni: 2wV R2 + a2

5. Urcete délku oblouku kiivky r(t) = [acosht; asinht;at], a > 1, pro t € (0,1).

Resend: a@ (e — %)

6. Urcete délku oblouku kfivky r(t) = [a(t — sint);a(1 — cost); 4a cos 3| mezi dvéma nasledujicimi prise¢iky

S rovinou xz.



Reseni:  8av/?2
7. Najdéte evolventu (neboli involutu) §roubovice r(t) = [cost;sint;¢].

Reseni: #(t) = [cost + (t — tg)sint;sint — (t — tg) cost; tg] Viimnéme si, Ze 2-ova komponenta nezavisi na t a
je tudiz konstantni — evolventa Sroubovice je vzdy rovinna kiivka lezici v roviné z = ¢y, tedy v roviné rovnobézné
s rovinou xy prochézejici bodem, kde zacalo odvalovani primky.

8. Najdéte evolventu semikubické (Neilovy) paraboly r(t) = [t at?], t > 0.

Reseni:

~(t) . o (4+9a2t2)% s (4+9a2t02)% 1 (4+9a2t2)% a1 (4+9a2t02)%

r - t2— 27 22 7 272 § 22 : at3 _ 9 22 92 _ 22 at
+9a2t 44-9a2t

9. a) Ukazte, Ze involutou asteroidy r(t) = [cos3 t; sin® t] s pocatkem odvalovani v ¢t = T je opét asteroida
(jinak umisténd), viz obrazek.

b) Ukazte, Ze involutou ,zplostélé* asteroidy r(t) = [% cos® t; —3sin® t] s poc¢atkem odvalovani v tg = 0, pricemz
k funkeci f:o [£(7)||dT pFi¢teme integraéni konstantu %, je elipsa s parametrickym vyjadienim 7(t) = [2cost;sint],

viz obréazek.

10. Najdéte involutu Fetézovky r(¢) = [t; cosht], poéatek odvijeni zvolte v ¢ty = 0.

Reseni: #(t) = [t — tanht; CO;LW]’ jedné se o traktrix v pon€kud jiné parametrizaci nez v pfikladu 2 podsekce
1.1.

11. Parametrizujte Sroubovici r(t) = [R cost; Rsint; at] obloukem.

Reseni: Je tfeba nalézt funkci s(t) = ftto |lE(7)||d7, kde to € I je libovolné zvoleny bod, a tu pak invertovat.
V naSem ptipadé s(t) = (t — t9)V R? + a2, hleddme inverzni funkci — vyjadiime ¢ pomoci s. Vyjde ndm t(s) =
ﬁ + to, coz muzeme dosadit do ptvodni parametrizace a dostdvame hledanou parametrizaci obloukem

S S S
r(s) = |Rcos | ————=+1ty | ;Rsin | ———=+1t |ja| ———= +t .
v { <\/R2+a2 °> <\/R2+a2 0) < R? +a? 0)]



Specialné, pro tg = 0, vychézi

as

5 s
————; Rsin ;
VR? 4 a? VR? + a2 VR? + a2

r(s) = | Rcos

1.3 Normalovy vektor, kfivost, oskula¢ni kruZnice, evoluta, Frenetiuv repér
1. Uvazujme kiivku r(t) = [t> +t%t> — 7], kde t € R.

a) Najdéte jeji singularni body.

Reseni:  Singularni bod dostdvame pro to = 0 = r(tg) = [0; —7].

b) Najdéte jeji inflexni body.

Reseni: Rovnice T(t) = 0 ma dvé feSeni t; = 0,t, = —1. Prvni feSeni odpovida singularnimu bodu (viz
predchozi podtloha), avSak teény vektor T je definovan pouze v reguldrnich bodech. Inflexni bod kfivky tedy
dostavdme pouze pro to = —1 = r(t2) = [0; —8], viz obrazek nize.

-15 -1 05 1 05 1 L5
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c) Najdéte normalovy vektor této kiivky v obecném bodé r(t) a pak v bodé r(1).

508 o7 _(_ 5¢3 . 3t+2 _ (_/50. /50
Reseni:  N(t) _( 25t64+-9t2+12t+4’ 25t6+9t2+12t+4)’ N(1) = ( 10 7 10

d) Spoctéte kiivost x a polomér kiivosti (polomér oskula¢ni kruznice) R této kiivky v obecném bodé ¢ a pak

v bodé t = 1. Kfivost pocitejte z definice kiivosti k(t) = l\‘lf((:))\‘ll'
5 x o o 30t(t4+1) _ 3V50 - 1 R
Reseni:  k(t) = @t roriotra)y’ r(l) = =55, R(t) = PO R(1) = w(I)"

e) Predchozi podalohu d) feste s vyuzitim uziteéného vztahu pro vypocet kiivosti pouze z derivaci parametri-

zace: K = %ﬂ*(”?

2. Urcete polomér kiivosti logaritmické spirdly r(t) = [a® cost; a® sin t].

Reseni: R(t) = a'\/1+4+In*a

3. NapiSte parametrické rovnice evoluty elipsy r(t) = [2 cost, sint]. Evoluta je mnozina stfedi v8ech oskula¢nich
kruznic dané kiivky, jeji parametrizace ma tedy tvar (nacrtnéte si obrazek) #(t) = r(t)+ ﬁN(t). Sestrojime-li k
vysledné kiivce evolventu (neboli involutu), dostaneme (pii vhodné volbé poc¢atku odvalovani a pfiéteni vhodné
integracni konstanty) ptvodni kiivku — viz p¥iklad 9 v podsekci 1.2.

Reseni: Jedna se o ,zplostélou® asteroidu r(t) = [2 cos®t; —3sin® t], viz obrazek k piikladu 9 v podsekei 1.2.
4. Najdéte evolutu kruznice.
Reseni: Evolutou je jeding bod — stied kruznice.

5. Napiste parametrické rovnice oskula¢ni roviny o Sroubovice r(t) = [cost; sint; 3t] v bodé r(0). Oskulaéni ro-
vina v bodé r(ty) je rovina uréend te¢nou a normalou v tomto bodsé, jedna se tedy o rovinu r(tg)+ [T(to), N(¢o)]-

Reseni: = [1,0,0]+ [ (0, %12, 530} ,(=1,0,0)] = [1,0,0] + [(0; 1:3) , (~150; 0)]

6. NapiSte parametrické rovnice oskulaéni roviny o kfivky r(t) = [cost;sint;e’] v bodé r(0).



Resens: o =1[1,0,1] + [[(0@@) , (—%—%,@)ﬂ = [1,0,1] + [(0;1;1), (—2; —1;1)]
7.

Spoctéte kiivost hyperboly r(t) = [a cosht; bsinh].

Reseni: k(t) = ab e vrcholu hyperboly (t = 0), vychéazi k = %.
( ) (a? sinh? t+b2 cosh? t)% Pvev P Y ( ) i z b2

8. Ukaite, Ze kiivost klotoidy s parametrizaci r(t) = { fot cos ms2ds; f(f sin stds} je pifmo imérna délce ob-
louku.

Reseni: Délka oblouku méfend od ty = 0 je ¢, kiivost vychézi 27t.

9. Spoctéte polomér oskula¢ni kruznice sinusoidy y = sinz pro x = 3.

Reseni: R=1

Poznamka: Pocitdme-li kiivost a torzi piimo z definice, miiZe to byt nékdy dosti pracné. Pro jejich vypocet
lze uzit nize uvedenych vztahd, s jejichz pomoci spoc¢teme kfivost x a torzi 7 rovnou z derivaci parametrizace.

(Ve worksheetu Frenetuvreper.mw naleznete jak vypocet z definice, tak vypocet vyuzivajici niZze uvedenych
vzoreck.)

Je-li r(t) = [z(t), y(t), 2(t)], pak plati:

w(t) = T|fX||:|| nebo téz  k(t) = ‘/(f'f)(fll;;ﬁ?;_ S (1)
det (2 ¢ Z
N T N

10. Popiste Frenetv repér sroubovice 7(t) = [a cost; asint; bt]. Spoctéte jeji kiivost a torzi.

Regeni: T(t) = ﬁ(fasint;acost;b), N(t) = (—cost; —sint;0), B(t) = ﬁ(bsint; —bcost;a), Kk =

a
2402 T T arar

11. Popiste Frenettav repér kiivky r(t) = [t; 12 t3]. Spoctéte jeji kiivost a torzi — vyuzijte vztaht (1) a (2).

5« i 1 . 2t . 3t2
Redent: T(t) = (\/1+4t2+9t4’ V1+4t249¢47 1+4t2+9t4)’
N(t) = (- t(2+9¢%) . 9ti—1 . 3¢(26241)
1+4t249t4/14+9t249t4 7 /144124913149t 49147 /14+424+9t4/14+9t24+9t4 )
_ 3t2 . 3t . 1 _ 2V/9t%49¢%+1 _ 3
B(t) = (\/9t4+9t2+1’ VOt +9t2+1° \/9t4+9t2+1)’ K(t) = (1442 49¢1)3 T(t) = 9t14+9t24+1"

12. Popiste Frenettv repér k¥ivky r(t) = [t; 2t + 1]. Spoctéte jeji kiivost a torzi.

1 0 & oo s _ 1 .2t .1 — 1.1 . t — (=v2.(. V2 —
RESETLZ. T(t) - ( 242’ 2+4t2) 2+4t2>’ N(t) - (_ \/1+2t2’ \/1+2t2 ’ _\/1+2t2)’ B(t) - ( 2 707 2 )a K‘(t) -
—L . 7(t) = 0 = jedna se o rovinnou kfivku.

(14-2t2)

3
2
13. Najdéte tecnu ke kiivce r(t) = [t2; t; et} rovnobéznou s rovinou x — 2y — 5 = 0.
Reseni: Napt. [1,1,e] + (2,1,e)

14. Na prostorové kiivce r(t) = [xz(t),y(t), z(t)] uvazujme bod r(to).

o Rovina uréend bodem r(tg) a vektory T(¢9) a N(tg) se nazyva oskulaéni rovina.

) Rovina uréend bodem r(tg) a vektory N(¢p) a B(tg) se nazyva normdalovd rovina.

. Rovina uréend bodem r(tp) a vektory T(tg) a B(tg) se nazyva rektifikacni rovina.

Napiste parametrické rovnice oskula¢ni, normdlové a rektifikaéni roviny Sroubovice r(t) = [acost;asint; bt

v bodé r(0). (Smeérové vektory rovin nemuseji byt nutné jednotkové, lze pouZit vhodné nésobky vektort T, N
a B.)



Reseni: Posk = [a70a0] + [[(_17070)7(0704’[7)]]7 Pnorm = [avoao} + [[(_170>O)a(0a_ba a)]]7 Prekt = [G,0,0] +
[(0,a,b),(0,—b,a)].

15. Urcete kiivost a torzi kiivky r(t) = [a cosh t; asinh¢; at], kde a > 0.
Reseni:  k(t) = 7(t) = 5—2

2a cosh? t

16. Prostudujte worksheet FrenetuvreperdD.mw. Je zadana kiivka r(t) = [cost, sin 2¢, cos 2t,sint] € R%. Mame
nalézt Frenetuv repér této kfivky a vSechny mozné zobecnéné kfivosti, tedy prvni druhou a tteti kiivost. Pri
kiivek problém i Maple (zkuste si to). Kfivosti pak poé¢itame z definice zobecnénych kiivosti. N4§ priklad vychazi
docela pékné, vSechny tfi kiivosti vychazeji konstantni. Existuji néjaké vzorce (analogické vztahim (1) a (2)),
které by nam umoznily spoéitat prvni, druhou a tieti kiivost k¥ivky v R?*, p¥ipadné dalsi kiivosti v prostorech
vyssich dimenzi?

2  Geometrie ploch

Terminologicka poznamka: Oznac¢ime-li K Gaussovu kfivost a H stfedni kiivost plochy, pak:
je-li K = konst > 0, plocha se nazyva sférickd,

je-li K = konst < 0, plocha se nazyva pseudosférickd,

je-li K =0, plocha se nazyva rozvinutelnd,

je-li H = konst, hovorime o plose s konstantni stfedni kfivosti,

je-li H = 0, plocha se nazyva minimadlnd.

1. Vivianiho krivka je prinikem sféry o poloméru R a rotacni valcové plochy o polovi¢nim poloméru, pficemz
valcova plocha prochézi stiedem sféry. Kiivka pfipomind prostorové vyvedenou ¢islici 8.

a) Najdéte parametrické vyjadieni této kiivky.
b) Ukazte, ze Vivianiho kiivka je téZ prinikem sféry a kuzelové plochy, kterd mé vrchol na rovniku, jeji osa je
tecnou k poledniku a plocha prochéazi severnim pdélem sféry.

Reseni: Valcova plocha je popsana rovnici (z — §)2 +y? = (%)2, sféru mtzeme parametrizovat sférickymi
souradnicemi x = Rcos? cosp,y = Rcos¥singp, z = Rsind. Dosazenim parametrickych rovnic sféry do rov-
nice valcové plochy dostdvame jednu rovnici o dvou neznamych 9 a ¢. Vyfesime-li ji, zjistime, ze ¥ = .
Dosadime-li pak zpét do parametrickych rovnic sféry dostaneme parametrické vyjadieni Vivianiho kiivky
r(t) = [R0052 t; Rcostsint; Rsin t], kde jsme polozili ¢ = t. Pti hledani pruniku sféry s kuzelovou plochou

postupujeme analogicky.

2. Uvazujme anuloid s parametrizaci r(u,v) = [(Rz + Ry cosu) cosv; (Rg + Ry cos u) sinv; Ry sinu).
a) Urcete, zda je tato parametrizace anuloidu regularni.

Reseni: Ano, Jacobiho matice J, je regulérni ve vSech bodech.

b) Nadrtnéte soufadnicovou sit na anuloidu vytvafenou touto parametrizaci.

Reseni: Pro Ry =1 a Ry = 2 viz obrazek.

c) Urcete tecny prostor anuloidu v bodé r(a), kde a = (0, 7). Napiste parametrické rovnice te¢né roviny anuloidu
v bodsé r(a).



Reseni: Teény prostor je definovan jako linedrni obal teénych vektorti k soufadnicovym kiivkam. Vychazi:

% (y0)=(0,5) = (0,0, Ry), %‘(u,y):(oyg) = (—Ry1 — R»,0,0), pfi¢em? pro zapsani vektorového prostoru gene-

rovaného témito vektory muzeme pouzit jejich libovolné nasobky. Mame tedy TT(a)r(Rz) = [(0,0,1),(1,0,0)].
Tento vektorovy prostor je zaméfenim hledané te¢né roviny, kterd prochézi bodem r(a) = [0, Ry + Ra,0], jeji
parametrické vyjadfeni je T = [0, Ry + R2,0] + [(0,0,1),(1,0,0)]. Pro Ry =1 a Ry = 2 viz obrazek.

d) Vypodététe prvni fundamentélni formu anuloidu v této parametrizaci.
Reseni:  g11 = R3, g12 = go1 = 0, g22 = (Ra + Ry cosu)?, resp. I = R2du? + (Rg + Ry cosu)?dv?.

e) Najdéte normalové vektorové pole anuloidu v této parametrizaci. Nezapomerite, Ze normélovy vektor mé byt
jednotkovy!

Reseni: n = (cosu cos v, cosusinv,sinu) nebo opaény vektor.

f) Vypoctéte druhou fundamentalni formu anuloidu v této parametrizaci.

Reseni: hi; = Ry, hia = hay = 0, hoy = Ry cosu + Ry cos? u, resp. IT = Rydu? + (Rz cosu + Ry cos? u)dv?.
g) Spoc¢téte tvarovy operator (Shape operator) anuloidu.

Reseni: Oznadime-li g a h matice koeficient@ prvni a druhé fundamentélni formy, pak
1
_ - 0
S = g lh = (181 COS U > :
Ry+R; cosu

h) Uréete Gaussovu a stfedni kiivost anuloidu.

1 S oo e _ __deth __ cosu _ 1 _ 1 Ro+2Rjcosu
Reseni: K =detS = detg = Ri(R2+Ricosu)’ H = QT‘T S= 2 R1(R2+ R cosu)

i) Spoc¢téte vSechny Christoffelovy symboly anuloidu v této parametrizaci.

Reseni: Tl =T}, =T} =T} =13, =0, I}, =nelfetficosw) 12 _pg —__fusinu_
2. Uvazujme sféru s parametrizaci r(¢, ) = [R cos ¥ cos p; R cos ¥ sin ¢; Rsin 9].

a) Urcete, zda je tato parametrizace sféry regularni.

Reseni: Parametrizace neni regularni pro 9 = 5+ km, kde k € Z (severni a jizni pél). Jacobiho matice ma
v téchto bodech hodnost 1.

b) Nacrtnéte souradnicovou sif na na stéfe vytvafenou touto parametrizaci.

Reseni: Pro R = 1 viz obrazek.
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c) Vypoctéte prvni fundamentalni formu sféry v této parametrizaci.

Reseni:  g11 = R?, g12 = g21 = 0, goo = R?cos? ¥, resp. I = R2d¥? + R? cos? ¥dp?.
d) Najdéte normélové vektorové pole sféry v této parametrizaci.

Reseni: n = (cost) cos p, cosd sin ¢, sin ) nebo opaény vektor.

e) Vypoctéte druhou fundamentélni formu sféry v této parametrizaci.

Reseni: hi; = R, hias = hoy = 0, hoy = Rcos? ¥, resp. II = RdY¥? + R cos? 9dy?.

f) Spoctéte tvarovy operator sféry.

Z= S
~_

1
Reseni: Oznadime-li ¢ a h matice koeficient® prvni a druhé fundamentalni formy, pak S = g~ 'h = (8

g) Urdéete Gaussovu a stiedni kiivost sféry.
= konst = jedné

==

Reseni: K =detS = ﬁgiz = % = konst = jedna se o sférickou plochu, H = %Tr S =

se o plochu s konstantni stfedni kfivosti.
h) Spoc¢téte hlavni kiivosti sféry a pomoci nich uréete Gaussovu a stfedni kiivost sféry.

Re$eni: Hlavni kiivosti uréime jako vlastni hodnoty tvarového operdtoru: ki = % = hlavni kfivosti jsou
konstantni ve vSech bodech sféry. K = k1ko = %, H = %(/ﬁ + ko) = %,

i) Spoététe vSechny Christoffelovy symboly sféry v této parametrizaci.

Reseni: T} =T1,=T4 =12 =T13,=0, Ti,=sindcosd, I3,=T3 =—tand

3. Uvazujme otevienou polosféru (polosféru bez rovniku) s parametrizaci r(u,v) = [u; v; VR? — u® — v?], kde
w a v splituji podminku u? 4+ v? < R2.

a) Urcete, zda je tato parametrizace oteviené polosféry regularni.

Reseni: Ano, Jacobiho matice je reguldrni pro vSechna u a v spliujici u? + v? < R2.

b) Nadrtnéte soufadnicovou sit na na oteviené polosféfe vytvafenou touto parametrizaci.

Reseni: Pro R = 1 viz obrazek.
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¢) Vypoctéte prvni fundamentélni formu oteviené polosféry v této parametrizaci.

19, ., _ R?—v? 2 2uv R?—? 2
Reseni: 1= yrER—s du® + YT By —s dudv + ST — dv

4. Uvazujme helikoid, katenoid, pseudosféru a rota¢ni valcovou plochu. U vSech téchto ploch spoctéte prvni
a druhou fundamentalni formu, Gaussovu a stiedni kfivost, pfipadné téz Christoffelovy symboly. Urcete téz,
zda je nékteré z téchto ploch nepati{ do nékteré z vyse uvedenych t¥id ploch (sférické, pseudosférické, rozvi-
nutelné, minimdlni plochy, plochy s konstantni stfedni kfivosti). VSechny vypoéty naleznete ve worksheetech
helikoid.mw, katenoid.mw, pseudosfera.mw, valec.mw.

5. Urdete délku kiivky u(t) = ¢, v(t) = 2t, kde t € (0, %) na ploSe, jejiz prvni fundamentalni forma ma tvar
I=du?+ icos vdo?.

Reseni: /2

6. Lozodroma na sféfe je kiivka, kterd protind véechny poledniky pod stejnym tihlem (viz obrazek).

Sféru parametrizujme obvyklym zptisobem pomoci sférickych soufadnic, r(¢, ) = [R cos ¢ cos p; R cos ¥ sin ¢; Rsin 9],
v nich? mé prvni fundamentalni forma tvar I = R2d¥? + R? cos? ¥dy?. Lze pomérné snadno odvodit, Ze lo-
xodroma ma rovnici

© — o = tan a(arctanh (sind) — arctanh (sindy)), (3)

pricemz se vétsinou fesi dva typy uloh:

1. Jsou zadany dva body r(d1,¢1) a r(¥2,¢2), kterymi méa loxodroma prochézet, z rovnice (3) jsme pak
schopni urcit thel «a, pod kterym loxodroma protina vSechny poledniky,

2. je dédna odchylka od poledniki « a jeden bod r (¥, o), kterym mé loxodroma prochazet, v rovnici (3)

pak vystupuje 9 jako parametr, pfi¢emz ¢ je jeho funkci.
Urcete délku loxodromy mezi body (91, ¢1) a r(dz2, ¢2).

Reseni: Nejprve uré¢ime thel «, ze vztahu (3) dostdvame

a = arctan £2 P
arctanh (siny) — arctanh (sindy) /

Loxodroma je podle (3) vlastné zaddna rovnicemi 9(t) = t a ¢(t) = tan a(arctanh (sint) — arctanh (sinty)) + 1,
kde «, t1 = U1 a o1 jsou konstanty. Bod r(1, p1) povaZujeme za vychozi a budeme od néj poéitat délku lo-
xodromy az do bodu 7 (U2, ¢2). Spoctéme di) a de:

1 1
dd¥ = dt, dp =tana—————costdt = tana——dt.
1 —sin“¢ cost

Nyni sta¢i dosadit do vztahu pro délku kiivky na podvarieté (pfedpokldadame «, ¥ € (0
absolutnim hodnotam):

ta t2 1 2
l= / V/R2d92 + R2 cos? 9dyp? = / \/ R2dt2 + R2 cos?t <tanadt> =
t t cost

t2 | 1" 1
:/ R\/1+tan2adt:/ R dt=R /dt:RE(tg—tl).

t 4, cosa cosa Jy,

, %), at se vyhneme

10



Jestlize jsme za parametr ¢ oznacili pfimo latitudu 9, potom | = R—— (9 — ¥1). Kupi. pro (v1,¢1) = (0,0)
a (Y2, 02) = (§, §) dostavdme a = 41°42" a | = 1,052R.

7. Spoctéte Lieovu zavorku vektorovych poli £ = y% — xa—ay + xyz% a n=1In x% + 228% + a%'

Reseni: [¢,n] = —@a% + (lnx + 2xyz2)a% + (—yzlnz —zz® —ay) 2
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