Geometrie linearnich utvaru — cvicéeni

Afinni prostory

1. Uvazujme mnozinu A # 0, vektorovy prostor V nad polem R, zobrazeni +: A x V — A a zobrazeni
—: Ax A — V. Ovéite, ze mnozina A spolu se zobrazenimi + a — tvofi afinni prostor, je-li:
a) A=R?* V =R?

+: AXV = A: ag;a9] + (ug;u2) = {Ch + uy; (af +u2)ﬂ,

— AX A= V:[b;bg] — [ar;a2] = (b1 —ay; bk —alg), kde k € N.
Reseni: ne

b) totéz, co v a) , ale k je liché pfirozené ¢&islo.

Reseni: ano

c) A=R2 V =R?

+: AXV = A: Jag;az] + (ug;ug) = [%,Z—;},

—VZ Ax A—=V: [bl;bg] — [CLl;CLQ] = (bl 'al;bg . ag).

Reseni: ne

d) A= {(x;y) € Ry = 2%}, V=R,

+: AXV = A ar;az] 4 (v) = [a1 — u; (a1 — uw)?],

—V: AXA—=V: [bl;bg] — [(11;(12] = (a1 — bl)

Reseni: ano

e) A={(r;y) eR%L 22 —y2 =1A2 <0}, V=R,

+: AXV = A: [ag;a2] + (u) = [—\/1+(a2—u)2;a2 —u},

—V: AXA—=V: [bl;bg] — [(11;(12] = (ag — bg)

Reseni: ano

f) A={(z;y) eR%2° —y> =1Ay <0}, V=R,

+: AXV = A: [ag;a2] + (u) = [al —u;—/(ay —u)3—1},

—VZ AxA—=V: [bl;bg] — [(11;(12] = (a1 — bl)

Reseni: ne

g) A= {(z;y) eR*y >0}, V=R

+: AXV = A: [ag;az] + (ur;u2) = |:—u2a2+a1a2—1+10“1, 0 ],

as s 10uL

=t AXA = Ve bisbo] = [ar;a] = (10g%§;a1—b1—a—12+é).

Reseni: ano

Poznamka: Ve vSech nésledujicich ilohdch budeme pracovat v klasickém afinnim prostoru (ovéite, ze se sku-
teéné jednd o afinni prostor!), ktery jsme zvykli pouzivat ze stifedni skoly:

A=R", V=R",
+:AXV = A: Jagsag; ... an] + (ursug;. . upn) = a1 4+ ur;ag + ug; . .. ap + Uy,
— AX A=V [by;ba;.. . 5by] — [ar;a2;. .. 5a,] = (b1 —ar;ba —ag;...;bp —ay) .

Parametrické a obecné vyjadieni podprostoru

1. V afinnim prostoru R? napiste parametrické i obecné vyjadieni

a) roviny p = A+ [u,v], kde A =1[0;0;1], u = (1;0;1) a v = (1;-1;0),

b) roviny p, kterd prochazi body A = [1;2;3], B =[2;3;4] a C = [2;2;3],

c) pfimky p= A+ [u], kde A= [1;1;1] au=(1;1;1),

d) piimky p, kterd prochéazi body A = [3;2;1] a B =[1;1; 3],

e) roviny p, kterd obsahuje pifmky p = {[x,y,2] € R®*;x—y+5 = 0Az+y—2—1=0}aq= [1;-2; 0]+[(2;3; 1)] .

2. Napiste parametrické vyjadieni podprostoru B je-li:
a) B={[z1,79,73,24) ER: 2y + 23+ 24 =2 A + 23 — 14 =0}
Reseni: mapf. [1;0;0;1] +¢1(0;1;0;0) + t2(—1;0; 1; 0)



b) B = {[3’)1,132,3337.’174] € R% 11+ 200 — 23+ 224 = 3Ny + To — 223 + 34 = 1}

Re$eni: mapf. [—1;2;0;0] —|—t1(3 —1;1;0) + t2(—4;1;0; 1)

C) B = {[x17x27x35x4} € R ;Lo = 1}

Reseni: mapf. [0;1;0;0] + t1(1;0;0;0) + ¢2(0;0; 1;0) + ¢3(0;0;0; 1)

d) B = {[x1,72,23,24,75] ER%; 11 =1 A9 =2A23=3Ax5=>5}

Reseni: mapf. [1;2;3;0;5] +t(0;0;0;1;0)

e) B = {[x1, 12,73, 14, 75] € R®; 221 + 4x9 + 313 — 24 + 225 = 2 A 321 + 312 + 323 — 74 + 205 = 1}
Reseni: mapfi. [—1;0;0; —4;0] + ¢1(1;1;0;6;0) + ¢2(0;0; 1; 3; 0) + ¢3(0;0; 0; 2; 1)

3. Naleznéte obecné (neparametrické) vyjadieni podprostoru B v afinnim prostoru R%, resp. R® je-li:
a) B =[1;-1;3;4] + [(1;0; =3;0), (0; =15 153), (0; 1; 1; = 1)]

Reseni: napt. 3x1 — 220 + 23 — 24 =4

b) B = [1;-1;0;2] + [(3;2;0;0), (1;0; 1; —1)]

Reseni: napf. 2o, —3x0 — 223 =523+ 24 = 2

c) B=[1;1;1;1]+ [(1;1;1;1)]

Reseni: napt.x1 — 29 =0;21 —23 =0;21 —24 =0

d) B = [1;2;3;0;5] + [(0;0;0; 1; 0)]

Reseni: napf. z1 =120 =2;23=3;25=5

e) B=[2;1;-3;3;1] + [(1;1;2;1;3), (1;2; 15 3;1)]

Reseni: napt. 3x1 — 9 — a3 = 8,21 — 200 + T4 = 3; 521 — 200 — x5 =7

f) B = [-1;0;0; =4;0] + [(1; 1; 0;6;0), (0;0; 15 3;0), (05 0; 0; 2; 1)

Reseni: napf. 2z + 4wo + 323 — 24 + 225 = 2; 321 + 320 + 303 — x4 + 225 =1

4. Naleznéte obecné vyjadieni rovin p a o v afinnim prostoru R* tak, Ze
a) jsou rovnobézné rtizné, b) jsou mimobézné, c¢) prinikem p a o je bod, d) prinikem p a o je pfimka.

5. V afinnim prostoru R® udejte p¥iklad dvou nadrovin A, a Na, které se neprotinaji.

Vzajemna poloha podprostoru

1. V afinnim prostoru R* vySetiete vzajemnou polohu:

a) pifmek p = [5;7;4; —=5] +[(2;3;1; -2)] a ¢ = {[z1, ¥, v3,24] € R 21 — 29 = 0A1 +223 = 5A32; — 224 = 5}
Reseni: protinaji se v bodé [1;1;2; —1]

b) piimky p = [0;0;6; 5] + [(1;2; —3;0)] a roviny p = [1;0;0; 2] + [(1; —1;0;0), (1;2;0; —1)]

Reseni: mimobé&zné

c) rovin p = [0;3; 1; 3] + [(1;1; =2; =2), (135, =4; 0)] a 0 = [-9; 2; 1; =5] + [(5; = 1: 0 2), (3; 1;2; 0)]

Reseni: protinaji se v bodé [17 0;1; —1]

d) rovin p = {[z1, 72,23, 24] € R*;j 21 — 20 + 24 = 2A 22 — 20 = 0} a 0 = {[x1, 22,73, 74] € R*; 223 + 924 =
35/\$1 — Xy = —2}

protinaji se v pfimce p = [1;2;4;3] + [(2;4; —9;2)]

e) pfimky p = [3;2;0; —2] + [(1;1; —1;1)] a nadroviny N = [2;1;1;1] + [(1;1;1;1),(1;1;1; —1),(1;1; —1; —1)]
Reseni: pCN

f) piimky p = [0;0;0;3] + [(1;1;1;0)] a nadroviny N = {[z1, 22, 23, 74] € R*; 24 =0}

Reseni: p || N

g) nadrovin N = {[z1, 22, 73, 74] € R} 221 + 29 — 23 = 1} a No = {[71, 22, 23, 74] € R*; 301 — 20 + 23 — 74 = 2}
Reseni: protinaji se v roviné p = [0;0; —1; —3] + [[(1; 0;2;5),(0;1;1;0)]

h) podprostoru B = [-2;10; —1;2; —1] + [(2; — —5;1)] a podprostoru

C=[1;1;2; —1;3] + [(1; —15 05 2; 3), (0 2; 1,3,5)]]
Reseni: riiznobézné, prinikem je bod [0, 2;2; —3;0]



i) podprostoru B = [2;0;2;0; 1] + [(2;1;0; 0;0), (0; 0; 1; 2; 3; )] a podprostoru
C = [1;0;0;1;0] + [(1; 050; 0 0), (1; 1; 0;0; 0), (1;1; 05 0; 1)]
Reseni: mimobé&zné, maji spole¢ny smér (0;0; —2; 1;0)

j) podprostoru B = {[z1, z2, ¥3, 74, 25] € R%; 21 + 22 — 1 = 0} a podprostoru C = {[z1, x2, ¥3, 74, 25] € R 24 +
Ty — 2= O}
Reseni: riiznobézné, priinikem je podprostor [1;0;0;2; 0] + [(—1;1;0;0;0), (0; 0; 1; 0; 0), (0;0; 0; —1;1)]

Vzdalenost podprostori

1. Urcete vzdalenost rovin p a o, je-li:

a)p = {[z1,72,73,24] € Ry 21 + 20+ 223 —4 = 0A 221 + 322 + 424 — 9 = 0}, 0 = {[w1,22,23,74] €
R4;1‘1 —2332—21‘4+25:0/\$1—$3+$4—15:0}

Reseni: 10

b) p=[4;2;2;2;0] + [(1;2;2; —1;1),(2; 1; =2, 1; =1)], 0 = {[z1, 2, w3, 24, 75] € ROy — 29 = 0 Ay — 23424 +
I5+1:O/\I3+I’4*I5*4:0}

Resent: 0

2. Urcete vzdélenost piimek p a ¢, je-li:

a)p=106;3;-3]+[(—3;2;4)], g = [-1; =7;4] + [(—3;3;8)]

Reseni: 13

b) p = [7;5;8;1] + [(2;0;3; 1)], ¢ = {[z1, 2, 73, 24] € R 21 —da3 = —TAwg+ 203 =5 Axy =3}
Reseni: 6

3. Urcete vzdalenost bodu R od podprostoru B, je-li:

a) R=[-92;1;-5], B = [1;2;0;0;] + [(=1;1; 15 3), (0; =25 1; - 1)]

Reseni:  24/30

b) R = [4;2; -5;1], B = {[z1, ¥2, 3, 4] € R%; 221 — 229 + 3 + 214 = 9 A 201 — dao + 223 + 374 = 12}
Reseni: 5

Orientovany objem

1. V orientovaném vektorovém prostoru R? jsou dany orientované baze (uj,us,uz) a (vi,va,v3), kde u; =
(1;-2;1), ug = (0;1;1), ug = (1;0;1) a vy = (1;1;1), vo = (0;1;0), v3 = (1;1; k), k # 1. UrCete parametr k
tak, aby baze byly nesouhlasné.

Reseni: k>1

Poznamka k nasledujicim tloham:
Orientovany objem € pocitejte z definice, ptislusny neorientovany objem |2| pak jako kontrolu spoctéte pomoci
Grammovy matice.

2. Ve 3-rozmérném euklidovském prostoru spoctéte orientovany objem rovnobéznosténu urceného vektory
u = (1;-3;1), us = (2;1;-3) auz = (1;2;1)

a) vzhledem ke kladné ortonormalni bazi (e1, ez, e3), kde e; = (1;0;0),e2 = (0;1;0),e3 = (0;0; 1),

Reseni: 25

b) vzhledem ke kladné ortonormadlni bazi (€,&2,€3), kde & = (%, %;

V oo = (3:355) 8 = (-3i-5:3)
Reseni: 25

Wi

3. Ve 4-rozmérném euklidovském prostoru spoctéte orientovany objem rovnobéznosténu uréeného vektory
v1,Va, V3, vy vzhledem ke kladné ortonormalni bézi (e, ez, e3,e4), kde €1 = (1;0;0;0),e2 = (0;1;0;0),e3 =
(0;0;1;0),e4 = (0;0;0; 1), je-li:

a) vy = (7;6;7;6),ve = (7;6; —7; —6), vy = (9;8;9;8),v4 = (9;8; —9; —8)

Reseni: —16

b) vi = (2, -1;0;1),va = (1;1;3;0), vz = (0; =1;6;2), v4 = (3;2; 5; =3)

Reseni: —170



Odchylky podprostoru

1. Naleznéte odchylku ¢ pfimky p = A + [u] a podprostoru B, je-li:

a) u = (1;0;0;0); B = [1;2;3;56] + [(0; 1;1;1)]

Reseni: /2

b) u = (2;0;0;2;1); B = {[21, 2, 3,24, 75] € R®; 21 + 9 + 23 + 25 =T}
Reseni: /6

c) u=(0;1;—1;0;0); B = [2;1;1;2;2] + [(2; 1;0; 15 —1), (3;2; 0; 03 1), (03 1; 03 15 0), (15 0; 05 1; 3)]
Reseni: w/4

2. Vypoététe odchylku ¢ nadrovin N7 = {[x1, 22, 23, 24, 75, 76] € RS2y + 29 + 23 + 24 + 75 — 26 — 12 = 0}
a No = {[x1, 22,73, 74,75, 26] € RS; 221 — 3wy — w3 + 44 + 25 — 226 — 13 = 0}.
Reseni: cos = 5/1/210



